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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ïðåäñòàâëåííîãî ìàòåðèàëà ñîñòàâëÿåò èçëîæåíèå
ëåêöèé ïî ìåõàíèêå è òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, êîòîðûå àâòîð ÷èòàë â òå÷åíèå
ðÿäà ëåò â Íîâîñèáèðñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå (ÍÃÓ) äëÿ ñòóäåí-
òîâ ôàêóëüòåòà èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé (ÔÈÒ), ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ â
îáëàñòè ïðèêëàäíîé èíôîðìàòèêè.

Îñíîâíîé ïîäõîä ê èçëîæåíèþ ïðèíöèïèàëüíûõ âîïðîñîâ ôèçèêè íà ïðî-
òÿæåíèè âñåõ ëåò ìåíÿëñÿ ìàëî. Îäíàêî ñ êàæäûì ãîäîì êóðñ îáíîâëÿëñÿ
âêëþ÷åíèåì íîâûõ âîïðîñîâ ÷àñòíîãî ïîðÿäêà, à òàêæå ñâÿçàííûõ ñ ïðèíöèïè-
àëüíî íîâûìè ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêè, áóðíî ðàçâèâàþùåéñÿ
â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ. Ìíîãèå ðàíåå ðàññìàòðèâàâøèåñÿ âîïðîñû ïðè ýòîì
èñêëþ÷àëèñü. Äåëàëîñü ýòî íå ïî ïðèíöèïèàëüíûì ñîîáðàæåíèÿì, à èç-çà íåäî-
ñòàòêà âðåìåíè.

Ãëàâíîå âíèìàíèå îáðàùàåòñÿ íà âûÿñíåíèå ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà è ñîäåð-
æàíèÿ îñíîâíûõ ïîëîæåíèé è ïîíÿòèé ôèçèêè. Â ïåðâîé ÷àñòè ëåêöèé (ëåêöèè
1-9) äàíî ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå ôèçè÷åñêèõ îñíîâ êëàññè÷åñêîé íåðåëÿ-
òèâèñòñêîé ìåõàíèêè.

Îäíàêî èçëàãàòü ôèçè÷åñêèå îñíîâû ìåõàíèêè áåç ñâÿçè ñ îñíîâíûìè èäå-
ÿìè ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè íåâîçìîæíî. Áåç ýòîãî íåëüçÿ óñòà-
íîâèòü ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè êëàññè÷åñêîé íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêè. Èç-
ëîæåíèþ îñíîâíûõ èäåé è ïîëîæåíèé, à òàêæå âûòåêàþùèì èç íèõ íàèáîëåå
çíà÷èìûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîñâÿùåíû îñòàëüíûå ëåêöèè.

Àâòîð ñ÷åë âîçìîæíûì äàííûé ïå÷àòíûé âàðèàíò êîíñïåêòà ëåêöèé äîïîë-
íèòü Ïðèëîæåíèÿìè I è II, ïîñâÿùåííûìè âîïðîñàì èíâàðèàíòíîñòè è êîâà-
ðèàíòíîñòè ôèçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, à òàêæå âîïðîñàì âûáîðà ñèñòåì åäèíèö
è ñâÿçàííûì ñ ýòèì ïîíÿòèåì ðàçìåðíîñòè. Êàê ïðàâèëî, ýòè âîïðîñû â ëåê-
öèÿõ îïóñêàþòñÿ, èëè î íèõ óïîìèíàåòñÿ âñêîëüçü. Íàèáîëåå ïðîäâèíóòûì è
èíòåðåñóþùèìñÿ ñòóäåíòàì ýòîò ìàòåðèàë íåñîìíåííî áóäåò ïîëåçåí.

Àâòîð íàäååòñÿ, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ìàòåðèàë, êàê âñïîìîãàòåëüíûé, ìîæåò
îêàçàòü ïîëüçó ñòóäåíòàì, à òàêæå è ïðåïîäàâàòåëÿì ïðè ïðîâåäåíèè ñåìè-
íàðñêèõ çàíÿòèé. Áîëåå ïîäðîáíî ñ èçëîæåííûì â ëåêöèÿõ ìàòåðèàëîì ìîæíî
îçíàêîìèòñÿ ïî ó÷åáíîìó ïîñîáèþ1.

1 Ë. Þ. Ëàïóøîíîê, Îñíîâû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, ÍÃÓ, 2007.
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Ãëàâà 1

ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÀ

ËÅÊÖÈß 1
1.1 . Ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû è âðåìÿ.

Ñèñòåìû îòñ÷åòà

Êèíåìàòèêà � ðàçäåë ìåõàíèêè, â êîòîðîì èçó÷àþòñÿ ãåîìåòðè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà äâèæåíèÿ òåë áåç âûÿñíåíèÿ ïðè÷èí êàê âîçíèêíîâå-
íèÿ, òàê è èçìåíåíèÿ äâèæåíèÿ1.

Ïðîñòåéøèì îáúåêòîì â ìåõàíèêå ÿâëÿåòñÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷-
êà (÷àñòèöà), ïîä êîòîðîé ïîíèìàåòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîå òåëî, ðàç-
ìåðàìè êîòîðîãî ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ìîæíî
èëè íåëüçÿ ïðè èçó÷åíèè êàêîãî-ëèáî äâèæåíèÿ ïðèíÿòü òåëî çà ìà-
òåðèàëüíóþ òî÷êó � çàâèñèò îò õàðàêòåðà äâèæåíèÿ è âîïðîñîâ, íà
êîòîðûå òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü îòâåò. Íàïðèìåð, ïðè ðàññìîòðåíèè îð-
áèòàëüíîãî äâèæåíèÿ Çåìëè ïîñëåäíþþ ñ î÷åíü áîëüøîé òî÷íîñòüþ
ìîæíî ñ÷èòàòü ÷àñòèöåé (ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé). Òàêàÿ èäåàëèçà-
öèÿ ñèëüíî óïðîùàåò çàäà÷ó, ñîõðàíÿÿ âñå ñóùåñòâåííûå ìîìåíòû
äâèæåíèÿ. Îäíàêî ÿñíî ÷òî òàêàÿ èäåàëèçàöèÿ íå ãîäèòñÿ ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè âðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã ñîáñòâåííîé îñè

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü ïðîñòðàíñòâåííîå ïîëîæåíèå ÷àñòè-
öû îòíîñèòåëüíî êàêîãî-ëèáî òåëà òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè òðè èçìåðå-

1 Ò. å. áåç ó÷åòà ìàññû òåë è äåéñòâóþùèõ íà íèõ ñèë.
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íèÿ è óêàçàòü òðè ÷èñëà, íàïðèìåð, äîëãîòó, øèðîòó è âûñîòó íàä
ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè. Ýòî óòâåðæäåíèå îòíþäü íå òðèâèàëüíî, êðàò-
êî åãî âûðàæàþò ñëîâàìè "ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî òðåõìåðíî".

Òðè ÷èñëà, îäíîçíà÷íî ôèêñèðóþùèå îòíîñèòåëüíîå ïîëîæåíèå
÷àñòèöû â ïðîñòðàíñòâå, íàçûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè êîîðäè-
íàòàìè.

Ðåíå Äåêàðò (1596 �1650) äëÿ îïèñàíèÿ ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàí-
ñòâå âïåðâûå ïðåäëîæèë ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïîëî-
æèâ íà÷àëî ñîâðåìåííîìó ïîíèìàíèþ òðåõìåðíîñòè ôèçè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà. Ïîëîæåíèå òåë ìîæíî îïðåäåëÿòü, ïîëüçóÿñü ïðîèç-
âîëüíîé êðèâîëèíåéíîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìîé. Îäíàêî íàèáîëåå
óïîòðåáèòåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà, ïîëÿðíàÿ,
ñôåðè÷åñêàÿ è öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ìàòåìàòè÷åñêè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðîñòðàíñòâî ñ ÷èñëîì èçìå-
ðåíèé, áîëüøèì èëè ìåíüøèì òðåõ. Â ðàáîòàõ êðóïíåéøåãî ìàòå-
ìàòèêà ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ Ãèëüáåðòà ïîêàçàíî, êàê ïîñòðîèòü ãåî-
ìåòðèþ â ïðîñòðàíñòâàõ ñ ëþáûì (äàæå íåñ÷åòíûì) ÷èñëîì èçìåðå-
íèé. Ïîêà îñòàåòñÿ çàãàäêîé, ïî÷åìó ïðèðîäà âûáðàëà ïðîñòðàíñòâî
èìåííî òðåõ èçìåðåíèé.

Èìåÿ äåëî ñ ïåðåìåùåíèÿìè îáúåêòîâ â ïðîñòðàíñòâå, ôèçèêà
îïåðèðóåò òàêèìè ïîíÿòèÿìè, êàê ðàññòîÿíèå, ñêîðîñòü, êîîðäèíà-
òû. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ è äðóãèõ âåëè÷èí èñïîëüçóþòñÿ èçâåñòíûå
ôîðìóëû ãåîìåòðèè Åâêëèäà, ïîñòðîåííîé íà íåêîòîðûõ èçíà÷àëü-
íûõ ïîñòóëàòàõ.

Åâêëèäîâî ëè èçâåñòíîå íàì ïðîñòðàíñòâî? Äëÿ ôèçèêè ýòî
âîïðîñ ïðèíöèïèàëüíûé. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî "ïëîñêîå" â òîì
ñìûñëå, ÷òî ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà, ïîñòðîåííîãî â ýòîì ïðî-
ñòðàíñòâå, òàêàÿ æå, ÷òî è íà ïëîñêîñòè, è ñîñòàâëÿåò 180o. Ñóììà
æå óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå (íàïðèìåð,
ïîñòðîåííûõ íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû) îòëè÷àåòñÿ îò 180o. Êàêèì æå
ÿâëÿåòñÿ íàøå ïðîñòðàíñòâî � "ïëîñêèì" èëè "èñêðèâëåííûì"?

Âïåðâûå ïîñòàâèë ýòîò âîïðîñ ìàòåìàòèê Ô. Ãàóññ. Ïî åãî èíèöè-
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àòèâå áûëè ïðîèçâåäåíû çàìåðû óãëîâ òðåóãîëüíèêà, ïîñòðîåííîãî
ïî âåðøèíàì òðåõ ãîð â Ãåðìàíèè. Íàèáîëüøàÿ ñòîðîíà òðåóãîëü-
íèêà èìåëà äëèíó îêîëî 100 êì. Ýòè è ïîñëåäóþùèå, áîëåå òî÷íûå,
èçìåðåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ íàøå ïðî-
ñòðàíñòâî åâêëèäîâî.

Îöåíêè êðèâèçíû Âñåëåííîé ïðîäîëæàþò ïðîâîäèòüñÿ. Óêà-
æåì, ÷òî ÷åì áîëüøå ðàäèóñ êðèâèçíû, òåì áëèæå ïðîñòðàíñòâî
ê "ïëîñêîìó"; ðàäèóñ êðèâèçíû ïîñëåäíåãî ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè.
Ïîäâîäÿ èòîã âñåì èññëåäîâàíèÿì, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ðàäèóñ
êðèâèçíû ìèðîâîãî ïðîñòðàíñòâà íå ìåíüøå, ÷åì ðàçìåð Âñåëåííîé
(∼ 1028 ñì). Î áîëüøèõ ðàçìåðàõ ñóäèòü òðóäíî èç-çà èõ íåäîñòóï-
íîñòè.

×òî æå êàñàåòñÿ ìàëûõ ðàññòîÿíèé ïîðÿäêà ðàçìåðîâ àòîìà (∼
10−8 ñì) èëè ðàçìåðîâ àòîìíîãî ÿäðà (∼ 10−12 ñì), òî âîïðîñ ñî-
ñòîèò â òîì, ìîæíî ëè ñîçäàòü òåîðèþ, îïèñûâàþùóþ "àòîìíûé
ìèð íå âûõîäÿ çà ïðåäåëû åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Êàêèõ-ëèáî ïðî-
òèâîðå÷èé ïîêà íå âñòðå÷àëîñü.

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèé è âîîáùå ëþáûõ ÿâëåíèé, ïðîòåêàþùèõ
âî âðåìåíè, îäíèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò íåäîñòàòî÷íî. Íåîá-
õîäèìà åùå îäíà ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà � âðåìÿ. Ïîõîæå, ÷òî ïîäõî-
äÿùåãî îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ "âðåìÿ" íå ñóùåñòâóåò. Ôèçè÷åñêèå
è ýíöèêëîïåäè÷åñêèå ñëîâàðè ãîâîðÿò îá èçìåðåíèÿõ âðåìåíè, íå
îïðåäåëÿÿ ñàì òåðìèí. Çíàìåíèòûé àìåðèêàíñêèé ôèçèê Ð. Ôåé-
ìàí â ñâîèõ ëåêöèÿõ ñîîáùàåò, ÷òî â òîëêîâîì ñëîâàðå Âåáñòåðà
"âðåìÿ" îïðåäåëÿåòñÿ êàê "ïåðèîä", à "ïåðèîä" � ÷åðåç "âðåìÿ".
Ñëåäóåò ïðèçíàòü, ÷òî âðåìÿ � îäíî èç ïîíÿòèé, êîòîðîå íåâîçìîæ-
íî îïðåäåëèòü ÷åðåç äðóãèå ïîíÿòèÿ.

Âðåìåííîå èçìåðåíèå èìååò ôóíäàìåíòàëüíîå êà÷åñòâåííîå îòëè-
÷èå îò ïðîñòðàíñòâåííûõ èçìåðåíèé. Åñëè îäèí íàáëþäàòåëü ïðèõî-
äèò ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ñîáûòèå À â íåêîòîðîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà
ïðåäøåñòâóåò ñîáûòèþ Â â òîé æå òî÷êå, òî íåâîçìîæíî íàéòè
íàáëþäàòåëÿ, êîòîðûé âîñïðèíÿë áû ñîáûòèÿ â îáðàòíîé ïîñëåäî-
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âàòåëüíîñòè. Íèêàêîé "ïîâîðîò íà 180◦"íåëüçÿ îñóùåñòâèòü ðåàëüíî
ïî îòíîøåíèþ ê îñè âðåìåíè. Âðåìÿ èìååò "âûäåëåííîå" íàïðàâëå-
íèå, è íàéòè óäîâëåòâîðèòåëüíîå îáúÿñíåíèå ýòîìó ïîêà íå óäàëîñü.

Ïîä ÷àñàìè â øèðîêîì ñìûñëå ñëîâà áóäåì ïîäðàçóìåâàòü íåêî-
òîðîå òåëî (ñèñòåìó òåë), ñâÿçàííîå ñ êàêèì-ëèáî ïåðèîäè÷åñêèì
ïðîöåññîì, ñëóæàùèì äëÿ èçìåðåíèÿ âðåìåíè (òî÷íåå, äëÿ èçìåðå-
íèÿ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè).

Ñèñòåìà îòñ÷åòà � ýòî ñîâîêóïíîñòü ñèñòåìû êîîðäèíàò è
íàáîðà ÷àñîâ, ðàçìåùåííûõ äîñòàòî÷íî ÷àñòî â ðàçíûõ òî÷êàõ êîîð-
äèíàòíîé ñèñòåìû. Òîãäà êàæäîå ñîáûòèå ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü
ìåñòîì (êîîðäèíàòàìè), ãäå îíî ïðîèçîøëî, è âðåìåíåì ïðîèñøå-
ñòâèÿ. ×òîáû îïèñàíèå ñîáûòèé áûëî äîñòàòî÷íî ïðîñòûì è îáîçðè-
ìûì, íåîáõîäèìî â âûáðàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïîëüçîâàòüñÿ åäèíûì
âðåìåíåì, ò. å. íåîáõîäèìî ÷òîáû âñå ÷àñû âûáðàííîé ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà ïîêàçûâàëè "îäèíàêîâîå âðåìÿ". Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ñèíõðî-
íèçàöèÿ ÷àñîâ, óñòàíîâëåííûõ â ðàçíûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà.

Íà ïåðâûé âçãëÿä çäåñü íåò ïðîáëåì. Íàäî âñå ÷àñû ñîáðàòü â
îäíîì ìåñòå, óñòàíîâèòü íà íèõ îäèíàêîâîå âðåìÿ, à çàòåì ðàçíåñ-
òè ïî ðàçíûì òî÷êàì ïðîñòðàíñòâà2. Íî ýòîò ñïîñîá íå ïðîõîäèò:
èìåþòñÿ ñåðüåçíûå òåîðåòè÷åñêèå è îïûòíûå îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü,
÷òî ïîêàçàíèÿ òàêèì îáðàçîì ñèíõðîíèçèðîâàííûõ ÷àñîâ áóäóò çà-
âèñåòü îò ñïîñîáà èõ äîñòàâêè â äðóãèå òî÷êè ñèñòåìû. Èíà÷å
ãîâîðÿ, ñèíõðîíèçàöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåíîñîì ÷àñîâ,
íå ãîäèòñÿ.

Åñëè æå ÷àñû íå ïåðåíîñèòü, òî èõ íàäî ñèíõðîíèçèðîâàòü ïðè
ïîìîùè êàêèõ-ëèáî ñèãíàëîâ, íàïðèìåð ýëåêòðîìàãíèòíûõ. Óñòàíî-
âèâ ÷àñû, ñêàæåì, â òî÷êå A, ìîæíî â êàêîé-ëèáî ìîìåíò âðåìåíè
tA ïîñëàòü ñèãíàë â òî÷êó B. Â ìîìåíò ïðèõîäà ñèãíàëà ÷àñû â òî÷-
êå B íàäî óñòàíîâèòü òàê, ÷òîáû îíè ïîêàçûâàëè âðåìÿ tA + τAB,
ãäå τAB � âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò A äî B. Íî τAB ìîæíî
èçìåðèòü ëèøü ïîñëå òîãî, êàê ÷àñû â òî÷êàõ A è B áóäóò ñèíõðî-

2 Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî âñå ÷àñû èìåþò îäèíàêîâóþ ñêîðîñòü õîäà â íåïîäâèæíîì ñîñòîÿíèè.
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íèçèðîâàíû.
Ïðåîäîëåòü ýòî çàòðóäíåíèå ìîæíî, òîëüêî äàâ ÷åòêîå îïðåäåëå-

íèå ïîíÿòèÿ îäíîâðåìåííîñòè äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî ðàçíåñåí-
íûõ ñîáûòèé. Çàêîíû ïðèðîäû, ðàçóìååòñÿ, íå ìîãóò çàâèñåòü îò
êàêèõ-ëèáî îïðåäåëåíèé. Îäíàêî îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî âëè-
ÿþò íà ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìó çàêîíîâ, è íàäî ñòðåìèòüñÿ ê òîìó,
÷òîáû ýòà ôîðìà áûëà íàèáîëåå êîìïàêòíà è îáîçðèìà. Ðàçóìååò-
ñÿ, ÷òî ïðè ýòîì êàê ñàìî îïðåäåëåíèå, òàê è âñå âûòåêàþùèå èç
íåãî ñëåäñòâèÿ äîëæíû áûòü ëîãè÷åñêè ñîãëàñîâàíû è íåïðîòèâî-
ðå÷èâû. Î÷åâèäíî, ÷òî âîïðîñ îá îäíîâðåìåííîñòè ïðîñòðàíñòâåííî
ðàçäåëåííûõ ñîáûòèé ýêâèâàëåíòåí âîïðîñó î ñèíõðîíèçàöèè ïðî-
ñòðàíñòâåííî ðàçäåëåííûõ ÷àñîâ.

Ýéíøòåéí ïðåäëîæèë ïðèíÿòü ïîëîæåíèå, ñîãëàñíî êîòîðîìó â
ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷åòà âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòîâîãî ñèãíàëà â
âàêóóìå îò òî÷êè A äî òî÷êè B ðàâíî âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ òà-
êîãî æå ñèãíàëà îò òî÷êè B äî òî÷êè A, ò. å. τAB = τBA = τ . Òåïåðü,
îðãàíèçîâàâ îòðàæåíèå ñèãíàëà â òî÷êå B, âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ñèã-
íàëà ìîæíî ïðåäâàðèòåëüíî èçìåðèòü, èñïîëüçóÿ ëèøü ÷àñû â òî÷êå
A. Ïîñëå ýòîãî óñòàíîâèòü tB = tA+τ . Äëÿ áåñêîíå÷íî áûñòðûõ ñèã-
íàëîâ τ = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, tB = tA. Îäíîâðåìåííîñòü, óñòàíàâ-
ëèâàåìàÿ ñ ïîìîùüþ òàêèõ ñèãíàëîâ, áóäåò àáñîëþòíîé. Èìåííî òà-
êîå ïîíèìàíèå îäíîâðåìåííîñòè ñóùåñòâîâàëî â äîðåëÿòèâèñòñêîé
ôèçèêå. Íî ñèãíàëîâ, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ñ áåñêîíå÷íî áîëüøîé
ñêîðîñòüþ, íå ñóùåñòâóåò.

Êàê áóäåò âèäíî â äàëüíåéøåì, îäíîâðåìåííîñòü ïðîñòðàíñòâåí-
íî ðàçäåëåííûõ ñîáûòèé, ïîíèìàåìàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëå-
íèåì Ýéíøòåéíà, ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèåì îòíîñèòåëüíûì, ò. å. ñîáûòèÿ,
îäíîâðåìåííûå â íåêîòîðîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå ÿâ-
ëÿþòñÿ òàêîâûìè â äðóãèõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà. Òàêæå îòíîñèòåëüíûì
ñòàíîâèòñÿ è ïîíÿòèå äëèíû. Îòíîñèòåëüíîñòü ýòèõ ïîíÿòèé ÿâëÿ-
åòñÿ ñëåäñòâèåì êîíå÷íîñòè ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëþáîãî ñèã-
íàëà.
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1.2 . Ñêîðîñòü, óñêîðåíèå, êðèâîëèíåéíîå äâèæåíèå
Äàëåå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðåèìóùåñòâåííî âåêòîðíîé ñèñòå-

ìîé îáîçíà÷åíèé. Âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâåííàÿ õàðàêòå-
ðèñòèêà, èìåþùàÿ íå òîëüêî ÷èñëîâîå çíà÷åíèå, íî è íàïðàâëåíèå.

Âåêòîðíàÿ ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé èìååò äâà ñóùåñòâåííûõ ïðåèìó-
ùåñòâà:

� ôîðìóëèðîâêè ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ â âåêòîðíîé ôîðìå íå çàâè-
ñÿò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò; îíè èìåþò ôèçè÷åñêîå ñîäåð-
æàíèå äàæå áåç ââåäåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò;

� âåêòîðíàÿ ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíîé; ôèçè-
÷åñêèå çàêîíû âûðàæàþòñÿ â îáîçðèìîé ôîðìå, êîòîðàÿ ïîä÷àñ íå
ñîõðàíÿåòñÿ ïðè âûðàæåíèè èõ ÷åðåç ïðîåêöèè â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå
êîîðäèíàò.

Â òåêñòå âåêòîðíûå âåëè÷èíû áóäóò âûäåëÿòüñÿ æèðíûì øðèô-
òîì.

Ïðÿìîóãîëüíûìè êîîðäèíàòàìè âåêòîðà a íàçûâàþò åãî
àëãåáðàè÷åñêèå ïðîåêöèè ax, ay, az íà îñè êîîðäèíàò, çàïèñûâàÿ
a (ax, ay, az), èëè a = (ax, ay, az).

Ðàäèóñ-âåêòîðîì (r) êàêîé-ëèáî òî÷êè íàçûâàþò âåêòîð, èäó-
ùèé îò íåêîòîðîãî âûáðàííîãî íà÷àëà O ê ýòîé òî÷êå. Ïðè ââåäå-
íèè êàêîé-ëèáî ñèñòåìû êîîðäèíàò òî÷êó O îáû÷íî áûâàåò óäîáíî
ñîâìåñòèòü ñ íà÷àëîì êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû. Òîãäà, íàïðèìåð, ïðè
âûáîðå äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò r = (x, y, z). Êðèâóþ, ïî
êîòîðîé ïåðåìåùàåòñÿ êîíåö ðàäèóñ-âåêòîðà r(t), íàçûâàþò òðàåê-
òîðèåé äâèæåíèÿ äàííîé òî÷êè.

Íàëè÷èå ñèñòåìû îòñ÷åòà ïîçâîëÿåò ïóòåì èçìåðåíèÿ êîîðäèíàò
äâèæóùåéñÿ òî÷êè â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè ïîëó÷èòü çàâè-
ñèìîñòè x = x( t), y = y( t), z = z( t), èëè â âåêòîðíîé ôîðìå
r = r( t), íàçûâàåìûå êèíåìàòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ.

Ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû (ñêîðîñòü â ðàññìàòðèâàåìûé ìî-
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ìåíò âðåìåíè t) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

v =
dr

dt
= ṙ. (1.2.1)

Çäåñü è äàëåå ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè êàêîé-ëèáî ïåðåìåííîé áóäåì
îáîçíà÷àòü â âèäå ïåðåìåííîé ñ òî÷êîé íàä íåé.

Ñêîðîñòü ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé âåëè÷èíîé, ìîäóëü êîòîðîé v = |v|
íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé ñêîðîñòè, èëè ïðîñòî ñêîðîñòüþ,
åñëè èç êîíòåêñòà ÿñíî, î êàêîé âåëè÷èíå èäåò ðå÷ü. Âåêòîð ñêîðîñòè
âñåãäà íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé ê òðàåêòîðèè â ñòîðîíó äâèæåíèÿ.
Äëèíà ïóòè (S), ïðîéäåííîãî ÷àñòèöåé çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò
t1 äî t2, îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

S =
∫ t2

t1
vdt. (1.2.2)

Ñêîðîñòü ÷àñòèöû âî âðåìÿ äâèæåíèÿ ìîæåò ìåíÿòüñÿ. Âåëè÷èíó

a = v̇ = dv/dt (1.2.3)

íàçûâàþò ìãíîâåííûì óñêîðåíèåì (óñêîðåíèåì). Óñêîðåíèå, ïî îï-
ðåäåëåíèþ, òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå a = const
(âåêòîð a íå èçìåíÿåòñÿ êàê ïî âåëè÷èíå, òàê è ïî íàïðàâëåíèþ)
ïîñëåäîâàòåëüíîå èíòåãðèðîâàíèå âûðàæåíèé (3) è (1) äàåò

v(t) = v◦ + at, r(t) = r◦ + v◦t + at2/2 . (1.2.4)

Äëÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ êðèâîëèíåéíûì äâèæåíèåì, âåñüìà êîí-
ñòðóêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå óñêîðåíèÿ â âèäå äâóõ âåêòîð-
íûõ ñîñòàâëÿþùèõ a = aτ +an, îäíà èç êîòîðûõ (aτ ) íàïðàâëåíà ïî
êàñàòåëüíîé ê òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ (òàíãåíöèàëüíîå ó[ñêîðåíèå), à
äðóãàÿ (an) � ïî íîðìàëè ê òðàåêòîðèè â íàïðàâëåíèè ê öåíòðó åå
êðèâèçíû (íîðìàëüíîå, èëè öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ðå÷ü èäåò î äâèæåíèè òåëà, âñåãäà ïîäðàçóìå-
âàåòñÿ îïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà; òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ
ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ èìåþò ñìûñë.
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Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà äîñòàòî÷íî ïðîñòîé ñëó÷àé äâèæåíèÿ ÷à-
ñòèöû ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà R (ðèñ. 1). Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ
÷àñòèöû â äàííîì ñëó÷àå áóäåò ëåæàòü â îäíîé ïëîñêîñòè. Íà÷à-
ëî äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïîìåñòèì â öåíòðå îêðóæíîñòè.
Êîîðäèíàòû ÷àñòèöû ïðåäñòàâèì â âèäå x = R cos ϕ(t), y =
R sin ϕ(t).

&%

'$
¡¡µ -

6

@I

y

x
v

ϕ

Ðèñ. 1

Ðàäèóñ-âåêòîð ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû
r = (x, y) = R(cos ϕ, sin ϕ), | r(t) |= R.

Âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè ÷àñòèöû ïðè-
ìåò âèä

v = (ẋ, ẏ) = Rϕ̇(− sin ϕ, cos ϕ), v =| v |=
√

v2
x + v2

y = R | ϕ̇ | .
(1.2.5)

Âèäèì, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè ïðè äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè îðòî-
ãîíàëåí ðàäèóñ-âåêòîðó: rv = xvx + yvy = 0.

Óãëîâîé ñêîðîñòüþ (âåêòîðîì óãëîâîé ñêîðîñòè) ω íàçûâàåòñÿ
âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü îñè âðàùåíèÿ â òó ñòîðîíó, îòêóäà ïî-
âîðîò òåëà âèäåí ïðîèñõîäÿùèì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ("ïðàâèëî
áóðàâ÷èêà"). Âåëè÷èíà ω =| ϕ̇ | íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì (âåëè÷èíîé)
óãëîâîé ñêîðîñòè.

Àáñîëþòíàÿ è óãëîâàÿ ñêîðîñòè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè
v = ω × r, |v| = v = ωr .

Óñêîðåíèå
a = (v̇x, v̇y) = Rϕ̈(− sin ϕ, cos ϕ)−Rϕ̇2(cos ϕ, sin ϕ) (1.2.6)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ a =
aτ + an.

Ïåðâûé èç íèõ, íàçûâàåìûé òàíãåíöèàëüíûì óñêîðåíèåì

aτ = Rϕ̈(− sin ϕ, cos ϕ) =
ϕ̈

ϕ̇
v =

dv

dt
· v
v
, | aτ |= R | ϕ̈ |=| dv

dt
|,

(1.2.7)
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îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå àáñîëþòíîé âåëè÷èíû (ìîäóëÿ) âåêòîðà ñêî-
ðîñòè è íàïðàâëåí âäîëü âåêòîðà v ïðè ϕ̈/ϕ̇ > 0 èëè ïðîòèâ íåãî
ïðè ϕ̈/ϕ̇ < 0.

Âòîðîé, íàçûâàåìûé íîðìàëüíûì, èëè öåíòðîñòðåìèòåëüíûì óñ-
êîðåíèåì

an = −Rϕ̇2(cos ϕ, sin ϕ) = −ϕ̇2 r = −ω2r, an = Rϕ̇2 = v2/R,

(1.2.8)
íàïðàâëåí ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíèþ ðàäèóñ-âåêòîðà ê öåíòðó
îêðóæíîñòè è ïîòîìó îðòîãîíàëåí âåêòîðó ñêîðîñòè:

an · v = 0 | an |=| v × a |/ v .

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî an "çàâåäóåò" ïîâîðîòîì âåêòîðà ñêîðîñòè,
â òî âðåìÿ êàê aτ "çàâåäóåò" èçìåíåíèåì åãî âåëè÷èíû. Ïðè aτ = 0
óãëîâîå óñêîðåíèå ε = ϕ̈ îòñóòñòâóåò (ϕ̈ = 0) è âåêòîð v âðàùà-
åòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω, îñòàâàÿñü íåèçìåííûì ïî
àáñîëþòíîé âåëè÷èíå v = Rω.

Â îáùåì ñëó÷àå êðèâîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ, êîãäà òðàåêòîðèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ãëàäêîé êðèâîé, âñåãäà ìîæíî ïðîâåñòè îê-
ðóæíîñòü ÷åðåç òðè áëèçêèõ òî÷êè òðàåêòîðèè r(t − ∆t), r(t) è
r(t + ∆t). Ïðè ìàëûõ ∆t äâèæåíèå ÷àñòèöû ïî òðàåêòîðèè íå áó-
äåò îòëè÷àòüñÿ îò äâèæåíèÿ ïî óêàçàííîé îêðóæíîñòè. Ðàäèóñ R

ïîñòðîåííîé òàêèì îáðàçîì îêðóæíîñòè íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì êðè-
âèçíû êðèâîé (òðàåêòîðèè) â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå r(t). Ñîîòíî-
øåíèÿ (5)�(8) îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ êðè-
âîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ, ãäå ïîä R íàäî ïîíèìàòü çíà÷åíèå ðàäèóñà
êðèâèçíû òðàåêòîðèè â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå. Ðàäèóñ êðèâèçíû
ìîæíî íàéòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

| an |= | v × a |
v

=
v2

R
→ R =

v3

| v × a | =

√
(ṙ2)3

√
(ṙ× r̈)2

.
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Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå (äåêàðòîâû êîîðäèíàòû)

R =
(ẋ2 + ẏ2 + ż2)3/2

√
(ẏ · z̈ − ż · ÿ)2 + (ż · ẍ− ẋ · z̈)2 + (ẋ · ÿ − ẏ · ẍ)2

. (1.2.9)

Ïðè äâèæåíèè ïî ïëîñêîé òðàåêòîðèè z = 0 âìåñòî (9) áóäåì
èìåòü

R =
(ẋ2 + ẏ2)3/2

| ẋÿ − ẏẍ | .

Ïðè ÿâíîì çàäàíèè òðàåêòîðèè y = f(x) (ïëîñêèé ñëó÷àé)

R =
(1 + y′2)3/2

| y′′ | ,

ãäå y′ =
dy

dx
è y′′ =

d2y

dx2 � ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå y ïî x.
Åñëè ïëîñêàÿ ëèíèÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè, ò. å. x = f1(ϕ) è

y = f2(ϕ), òî

R =
(x′2 + y′2)3/2

|x′y′′ − y′x′′| ,

ãäå øòðèõè îçíà÷àþò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó ϕ.
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ËÅÊÖÈß 2

1.3 . Èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû. Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè.
Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ

Ñâîáîäíûì íàçûâàåòñÿ òåëî, íàñòîëüêî óäàëåííîå îò äðóãèõ òåë,
÷òî èõ âëèÿíèåì íà äâèæåíèå òåëà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ñèñòåìà
îòñ÷åòà, ñâÿçàííàÿ ñ íàáîðîì ïîêîÿùèõñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî
äðóãà ñâîáîäíûõ òåë, íàçûâàåòñÿ èíåðöèàëüíîé.

Îáîáùåíèåì îïûòíûõ ôàêòîâ ÿâëÿåòñÿ çàêîí èíåðöèè Ãàëèëåÿ:
ñâîáîäíîå (ò. å. íå ïîäâåðæåííîå íèêàêèì âíåøíèì âîçäåéñòâèÿì)
òåëî ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà äâèæåò-
ñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî (ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ òàêæå
ïåðâûì çàêîíîì Íüþòîíà). Òàêîå äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì
èëè äâèæåíèåì ïî èíåðöèè.

Ñâîáîäíûõ òåë, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå ñóùåñòâóåò. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ìîæíî â ïðèíöèïå äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî âëèÿíèå âíåøíèõ óñëîâèé
íà òåëî áóäåò êðàéíå íè÷òîæíî èëè êàêèì-ëèáî îáðàçîì ñêîìïåí-
ñèðîâàíî. Óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè â ïðèíöèïå ñèñòåì
îòñ÷åòà, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðûì ñâîáîäíîå äâèæåíèå òåëà
ïðîèñõîäèò ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî, ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èç îñíîâíûõ ïîëîæåíèé ôèçèêè.

Ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè, êàê ïîêàçûâàåò îïûò, èíåðöèàëü-
íîé ìîæíî ïîëàãàòü ãåëèîöåíòðè÷åñêóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, íà÷àëî êî-
îðäèíàò êîòîðîé æåñòêî ñâÿçàíî ñ Ñîëíöåì, à êîîðäèíàòíûå îñè íà-
ïðàâëåíû íà ñòîëü óäàëåííûå òåëà ("äàëåêèå çâåçäû"), ÷òî â òå÷åíèå
äîñòàòî÷íî áîëüøîãî âðåìåíè ìîæíî ñ÷èòàòü èõ ïîêîÿùèìèñÿ îòíî-
ñèòåëüíî âûáðàííîãî íà÷àëà êîîðäèíàò. Äëÿ ìíîãèõ ÿâëåíèé ìîæíî
ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ ñ÷èòàòü èíåðöèàëüíîé è ñèñòåìó îòñ÷åòà, íà-
÷àëî êîîðäèíàò êîòîðîé æåñòêî ñâÿçàíî ñ Çåìëåé, à êîîðäèíàòíûå
îñè îðèåíòèðîâàíû íà "äàëåêèå çâåçäû".

Âñå èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷åòà (êëàññ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì
îòñ÷åòà) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç êàêîé-ëèáî îäíîé ïóòåì ñëåäóþ-
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ùèõ âîçìîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå: ñäâèãà
íà÷àëà êîîðäèíàò èëè íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè; ïîâîðîòà îñåé êî-
îðäèíàò; ïåðåõîäà ê ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ ñ ïðîèçâîëüíîé
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ îòíîñèòåëüíî ïåðâîíà÷àëüíîé. Ëþáûå èç íà-
çâàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîãóò áûòü âûïîëíåíû ïîñëåäîâàòåëüíî â
ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå; ïðè ýòîì ìû ïîëó÷àåì âñå âîçìîæíûå èíåð-
öèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷åòà.

Èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ âûäåëåííûìè èçî âñåõ âîç-
ìîæíûõ ñèñòåì îòñ÷åòà è èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ñîâðåìåííîé
ôèçèêå. Åùå Ãàëèëååì áûë îñîçíàí ñëåäóþùèé ôóíäàìåíòàëüíûé
ôàêò: äâà îïûòà, ïîñòàâëåííûõ îäèíàêîâûì îáðàçîì ïðè
îäèíàêîâûõ âíåøíèõ óñëîâèÿõ â ðàçíûõ èíåðöèàëüíûõ ñè-
ñòåìàõ îòñ÷åòà, äàþò îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò. Ýòî óòâåðæäå-
íèå ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè (Ãàëèëåé,
Ïóàíêàðå, Ýéíøòåéí): âñå èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû ðàâíîïðàâíû â
òîì ñìûñëå, ÷òî çàêîíû ïðèðîäû èìåþò â íèõ îäèíàêîâûé âèä3.

Ðàâíîïðàâíîñòü âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ îò-
ðàæåíèåì ãëóáîêèõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè � åãî îäíîðîäíî-
ñòè è èçîòðîïíîñòè, ïîíèìàåìûõ êàê îòñóòñòâèå â ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè êàêèõ-ëèáî âûäåëåííûõ òî÷åê èëè íàïðàâëåíèé, êîòîðûå
ìîãëè áû áûòü óñòàíîâëåíû îïûòíûì ïóòåì (ñì. ïîäðîáíåå â êîíöå
äàííîé ëåêöèè).

Îïèðàÿñü íà ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè, âûÿñíèì, èçìåíÿþòñÿ ëè
ëèíåéíûå ðàçìåðû, åñëè èçìåðåíèÿ ïðîâîäèòü èç ðàçíûõ èíåðöè-
àëüíûõ ñèñòåì îòñ÷åòà.

Ðàññìîòðèì äâå èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷åòà K è K ′ è ïóñòü
K ′-ñèñòåìà äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî K-ñèñòåìû ñ ïðîèçâîëüíîé ïî-
ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ V.

Ïðåäñòàâèì, ÷òî èìåþòñÿ äâà òîíêèõ îäèíàêîâûõ (ïî ïðåäâàðè-
òåëüíûì èçìåðåíèÿì â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå îòñ÷åòà) îáðó÷à. Ïóñòü

3 Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ ñâÿçûâàþò ñ ðàññìîòðåíèåì ìåõàíè÷åñêèõ ÿâëåíèé; ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå åãî íà âñå áåç èñêëþ÷åíèÿ ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ ñâÿçûâàþò ñ èìåíàìè Ýéíøòåéíà è
Ïóàíêàðå.
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òåïåðü îäèí îáðó÷ çàêðåïëåí â K, à äðóãîé � â K ′-ñèñòåìå. Ïëîñ-
êîñòè îáðó÷åé ïåðïåíäèêóëÿðíû ê âåêòîðó V, è îáðó÷è çàêðåïëåíû
ñîîñíî â òàêèõ ïîëîæåíèÿõ, ÷òî åñëè äâèæåíèå âëèÿåò ïî-ðàçíîìó
íà èõ ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû, òî îäèí èç îáðó÷åé â ïðîöåññå äâèæå-
íèÿ ïðîéäåò âíóòðè äðóãîãî. Îïèñàííàÿ îïåðàöèÿ äàåò îáúåêòèâíûé
ôèçè÷åñêèé ñïîñîá îäíîçíà÷íîé ðåãèñòðàöèè (èç ëþáîé ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà) èçìåíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ è óñòàíîâëåíèÿ òîãî îáðó-
÷à, ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû êîòîðîãî îêàæóòñÿ ìåíüøå (áîëüøå), ÷åì
ó äðóãîãî.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì îòíîñèòåëüíîñòè îáðó÷ ñ á�îëüøèì
äèàìåòðîì äëÿ íàáëþäàòåëÿ ñèñòåìû K áóäåò èìåòü ìåíüøèé äèà-
ìåòð äëÿ íàáëþäàòåëÿ ñèñòåìû K ′. È åñëè îäèí èç îáðó÷åé ïðîé-
äåò âíóòðè äðóãîãî, òî äëÿ îäíîãî èç íàáëþäàòåëåé á�îëüøèé îáðó÷
ïðîéäåò âíóòðè ìåíüøåãî. Îäèí èç íàáëþäàòåëåé áóäåò ïðàâ, äðó-
ãîé � íåïðàâ. È ìîæíî áóäåò óñòàíîâèòü, êàêàÿ èç èíåðöèàëüíûõ
ñèñòåì îòñ÷åòà "ïðàâèëüíàÿ", à êàêàÿ "íåïðàâèëüíàÿ". Ïðèíöèï îò-
íîñèòåëüíîñòè áóäåò íàðóøåí.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðû ëþáîãî òåëà, ïîïåðå÷íûå ê îòíîñèòåëü-
íîé ñêîðîñòè ñèñòåì K è K ′, ïî èçìåðåíèÿì èç ýòèõ ñèñòåì îò-
ñ÷åòà, äîëæíû áûòü îäèíàêîâû. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äàííîå çàêëþ÷å-
íèå ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè V
ñèñòåì K è K ′, òàê êàê ìû íå äåëàëè êàêèõ-ëèáî ïðåäïîëîæåíèé
î åå âåëè÷èíå.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïðîäîëüíûì ðàçìåðàì. Ñäåëàåì ïðåäïîëîæå-
íèå, ÷òî âðåìÿ èìååò àáñîëþòíûé õàðàêòåð, ò. å. ÷òî îòíîñèòåëüíîå
äâèæåíèå ñèñòåì K è K ′ íèêàê íå âëèÿåò íà ðàçíîñòü ïîêàçàíèé
ëþáîé ïàðû èç ïîêîÿùèõñÿ â ýòèõ ñèñòåìàõ ÷àñîâ. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, ïðåäïîëîæåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç íàáëþ-
äàòåëåé îáåèõ ñèñòåì ïîêàçàíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñîâ è ÷àñîâ äðóãîé
ñèñòåìû áóäóò âñåãäà ñîâïàäàòü, è, óïîòðåáëÿÿ âûðàæåíèÿ "ìîìåíò
âðåìåíè" èëè "îäíîâðåìåííî", ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî äëÿ âñåõ íà-
áëþäàòåëåé, â êàêîé áû ñèñòåìå îòñ÷åòà îíè íè íàõîäèëèñü, â "ýòîò
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ìîìåíò" âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî t = t′.
Âûáåðåì òåïåðü äâà ñòåðæíÿ îäèíàêîâîé äëèíû (ïî ïðåäâàðè-

òåëüíûì èçìåðåíèÿì â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå). Ïóñòü îäèí èç ñòåðæ-
íåé íåïîäâèæåí îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû K è ðàñïîëîæåí ïàðàëëåëüíî
îñè X. Äðóãîé ñòåðæåíü äâèæåòñÿ âìåñòå ñ ñèñòåìîé K ′, ðàñïîëàãà-
ÿñü ïàðàëëåëüíî îñè X ′. Íàïðàâëåíèÿ îñåé X è X ′ ñîâïàäàþò. Îáà
ñòåðæíÿ ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî âî âðåìÿ äâèæåíèÿ äîëæíû ïðîéòè â
íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè äðóã îò äðóãà. Îáîçíà÷èì êîíöû ñòåðæ-
íÿ, ïîêîÿùåãîñÿ â ñèñòåìå K (K ′), áóêâàìè A,B (A′, B′). Ïóñòü âíà-
÷àëå âñòðå÷àþòñÿ êîíöû A è A′. Êîãäà ïîðàâíÿþòñÿ êîíöû A′ è B

íàáëþäàòåëè îáåèõ ñèñòåì â ýòîò æå ìîìåíò âðåìåíè, îäèíàêîâûé
ïî ïðåäïîëîæåíèþ äëÿ îáåèõ ñèñòåì, çàôèêñèðóþò (îäíîçíà÷íî èç
ëþáîé ñèñòåìû îòñ÷åòà) ñîêðàùåíèå èëè óâåëè÷åíèå äëèíû îäíî-
ãî èç ñòåðæíåé. Ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ
ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ, ìû ïðèäåì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî â òîì ñëó-
÷àå, åñëè âðåìÿ èìååò àáñîëþòíûé õàðàêòåð, ñëåäñòâèåì ïðèíöè-
ïà îòíîñèòåëüíîñòè áóäåò ñîõðàíåíèå âñåõ ðàçìåðîâ òåëà ïðè èõ
èçìåðåíèÿõ â ðàçíûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà.

Ñðàçó æå ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìåæäó çàêëþ÷åíèÿìè î íåèçìåííî-
ñòè ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ è íåèçìåííîñòè ïðîäîëüíûõ ðàçìåðîâ åñòü
îäíà êðàéíå ïðèíöèïèàëüíàÿ ðàçíèöà. Ïðè âûâîäå çàêëþ÷åíèÿ î
íåèçìåííîñòè ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ âðåìÿ íèêàê íå ôèãóðèðîâàëî.
Ïðè âûâîäå æå çàêëþ÷åíèÿ î ðàâåíñòâå ïðîäîëüíûõ ðàçìåðîâ áû-
ëî ïðèíÿòî äîïóùåíèå îá àáñîëþòíîì õàðàêòåðå âðåìåíè. Ýòî ñó-
ùåñòâåííî, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èçìåðåíèå êîîðäèíàò ïðî-
ñòðàíñòâåííî ðàçíåñåííûõ êîíöîâ äâèæóùåãîñÿ ñòåðæíÿ, ïðîâåäåí-
íîå íàáëþäàòåëÿìè â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè ïî ÷àñàì èõ
ñèñòåìû îòñ÷åòà, îêàæåòñÿ ïðîâåäåííûì â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè
ïî ÷àñàì íàáëþäàòåëåé, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ñòåðæåíü ïîêîèòñÿ.
È òîãäà íå áóäåò íè÷åãî óäèâèòåëüíîãî â òîì, åñëè íàáëþäàòåëÿ-
ìè èç ðàçíûõ ñèñòåì îòñ÷åòà áóäóò ôèêñèðîâàòüñÿ ðàçíûå ïðîäîëü-
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íûå ðàçìåðû4. Äðóãèìè ñëîâàìè, èçìåðåíèÿ êîîðäèíàò êîíöîâ äâè-
æóùåãîñÿ ñòåðæíÿ, ïðîâîäèìûå îäíîâðåìåííî ïî ÷àñàì êàêîé-ëèáî
ñèñòåìû îòñ÷åòà, áóäóò âîñïðèíèìàòüñÿ íàáëþäàòåëÿìè ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâîé, êàê ïðîâîäèìûå â ðàçíûå
ìîìåíòû âðåìåíè.

Ïðåäïîëîæåíèå îá àáñîëþòíîì õàðàêòåðå âðåìåíè ëåæèò â îñíîâå
òàê íàçûâàåìûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ãàëèëåÿ.

Ïóñòü K � íåêîòîðàÿ èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà è K ′ � ñè-
ñòåìà îòñ÷åòà, äâèæóùàÿñÿ îòíîñèòåëüíî K-ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ V. Ïóñòü òàêæå â ìîìåíò t = t′ = 0 íà÷àëà ñèñòåì îòñ÷å-
òà ñîâïàäàþò. Â ïðåäïîëîæåíèè îá àáñîëþòíîì õàðàêòåðå âðåìåíè
âñå ðàçìåðû, êàê ïîêàçàíî âûøå, ñîõðàíÿþò ñâîè çíà÷åíèÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà

r = r′ + Vt′, t′ = t , (1.3.1)

èìåíóåìûå ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ãàëèëåÿ.
Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1) ïî âðåìåíè, ïîëó÷àåì

v = v′ + V (1.3.2)

� íåðåëÿòèâèñòñêèé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêîðîñòåé.

-

6

»»»»»:

6

@
@Ir

¡
¡

¡µ
-

r′
Vt

K K ′

Ðèñ. 2

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî âðåìåíè
ñîîòíîøåíèÿ (2), ïîëó÷àåì

a = a′ . (1.3.3)
Óñêîðåíèå ÷àñòèöû îäèíàêîâî

â ëþáîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå
îòñ÷åòà.

Ñäâèãîì íà÷àëà êîîðäèíàò è ïîâîðîòîì îñåé âñåãäà ìîæíî äî-
áèòüñÿ òîãî, ÷òîáû â âûáðàííûé ìîìåíò âðåìåíè (ñ êîòîðîãî è áóäåì
íà÷èíàòü îòñ÷åò, ïîëîæèâ t = t′ = 0) íà÷àëà êîîðäèíàò îáåèõ ñèñòåì

4 Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ðàâåíñòâî t = t′ äîñòàòî÷íî òî÷íî âûïîëíÿåòñÿ ëèøü â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà V ¿ c, ãäå c � ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå.
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è ñîîòâåòñòâóþùèå îñè ñîâïàäàëè. Òîãäà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ
ñîîòíîøåíèÿ (1�3) ïðèìóò âèä

x = x′ + Vxt
′, y = y′ + Vyt

′, z = z′ + Vzt
′, t′ = t ;

vx = v′x + Vx, vy = v′y + Vy, vz = v′z + Vz ; (1.3.4)

ax = a′x, ay = a′y, az = a′z.

Âåçäå â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íàïðàâëåíèÿ êîîðäèíàò-
íûõ îñåé ñèñòåì K è K ′ ñîâïàäàþò è ñèñòåìà K ′ äâèæåòñÿ âäîëü
ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè X(X ′) ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ V
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû K.

Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (4) óïðîùàþòñÿ, ïðèíèìàÿ âèä

x = x′ + V t′, y = y′, z = z′, t′ = t ;

vx = v′x + V, vy = v′y, vz = v′z . (1.3.5)

Ïóñòü â K ′-ñèñòåìå ÷àñòèöà èìååò ñêîðîñòü v′ è íàïðàâëåíà ïîä
óãëîì ϕ′ ê îñè OX ′. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (5) èìååì äëÿ K-ñèñòåìû

tg ϕ =
vy

vx
=

v′ sin ϕ′

v′ cos ϕ′ + V
=

sin ϕ′

cos ϕ′ + V/v′
. (1.3.6)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷å-
òà ê äðóãîé èçìåíÿþòñÿ è óãëû ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè è êîîðäè-
íàòíûìè îñÿìè.

Ñîîòíîøåíèÿ Ãàëèëåÿ êàæóòñÿ î÷åâèäíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ
"çäðàâîãî ñìûñëà". Îäíàêî â èõ îñíîâàíèè çàëîæåíî ïîëîæåíèå î
íåèçìåííîñòè (àáñîëþòíîñòè) âðåìåíè äëÿ íàáëþäàòåëåé, ñâÿçàí-
íûõ ñ ðàçíûìè ñèñòåìàìè îòñ÷åòà. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ïîëîæåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ëèíåéíûå ðàçìåðû òåë, èõ îòíîñèòåëüíûå ñêîðîñòè
è óñêîðåíèÿ, à òàêæå ïðîìåæóòêè âðåìåíè ìåæäó ñîáûòèÿìè îñòà-
þòñÿ íåèçìåííûìè (èíà÷å, àáñîëþòíûìè èëè èíâàðèàíòíûìè) ïðè
îïèñàíèè îäíîãî è òîãî æå ÿâëåíèÿ â ðàçíûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòå-
ìàõ îòñ÷åòà.
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Ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ íàñòîëüêî ñîîòâåòñòâóþò íàøåìó ïîâñåäíåâ-
íîìó îïûòó, íàõîäÿ ïîäòâåðæäåíèå â îãðîìíîì êîëè÷åñòâå ðàçíî-
îáðàçíûõ ÿâëåíèé, ÷òî èçìåíåíèå èõ äàåòñÿ íå áåç òðóäà. Â ñâîå
âðåìÿ äàëåêî íå âñå ôèçèêè è íå ñðàçó ïðèíÿëè äðóãîå ïîíèìàíèå
ôèçè÷åñêîé êàðòèíû ìèðà, â êîòîðîì ïðîñòðàíñòâåííûå ðàçìåðû
è âðåìÿ ïîòåðÿëè ñâîþ àáñîëþòíîñòü è îáîñîáëåííîñòü, îêàçàëèñü
â òåñíîé âçàèìîñâÿçè. Ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ çàìåíÿ-
þòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà è îêàçûâàþòñÿ ïðåäåëüíûì ñëó-
÷àåì ïîñëåäíèõ, êîãäà ñêîðîñòü V ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïî ñðàâíå-
íèþ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà â âàêóóìå. Òàê êàê ñêîðîñòü ñâåòà îãðîìíà
(≈ 300000 êì/ñ) ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàñøòàáîì "çåìíûõ" ñêîðîñòåé,
òî ïîïðàâêà ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ãàëèëåÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ áó-
äåò íè÷òîæíà. Ôèçè÷åñêèå æå ÿâëåíèÿ, ïðîñòóïàþùèå ëèøü ïðè
ñêîðîñòÿõ, ñðàâíèìûõ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, ïîëó÷èëè íàçâàíèå ðå-
ëÿòèâèñòñêèõ ýôôåêòîâ. Ìåõàíèêà, îïèðàþùàÿñÿ íà ôèçè÷åñêóþ
òåîðèþ ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè (ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíî-
ñòè), ñîçäàííàÿ À. Ýéíøòåéíîì, íàçûâàåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõà-
íèêîé.
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Ãëàâà 2

ÍÅÐÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß
ÄÈÍÀÌÈÊÀ ×ÀÑÒÈÖ

2.1 . Çàêîíû äèíàìèêè Íüþòîíà
Â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ñ

ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v = const. À åñëè v 6= const (ñëåäîâàòåëü-
íî, a 6= 0), òî ÷àñòèöà íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé, îíà èñïûòûâàåò âîç-
äåéñòâèå äðóãèõ òåë. Ñòåïåíü ýòîãî âîçäåéñòâèÿ íàçûâàþò ñèëîé,
äåéñòâóþùåé íà ÷àñòèöó. Ðåçóëüòàò ýòîãî âîçäåéñòâèÿ îïðåäåëÿåò
âòîðîé çàêîí Íüþòîíà. Ðàññìàòðèâàÿ âòîðîé çàêîí Íüþòîíà, íàì
ïðèäåòñÿ îïåðèðîâàòü ïîíÿòèÿìè ñèëû è ìàññû. Ïðè ýòîì ÷åòêîå
êîëè÷åñòâåííîå îïðåäåëåíèå îäíîãî ïîíÿòèÿ ïðåäîïðåäåëÿåò, ïî ñó-
òè, âòîðîå.

Íà÷íåì ñ êîëè÷åñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ ñèëû. Ñòåïåíü âîçäåé-
ñòâèÿ ðàçëè÷íûõ òåë íà äàííîå òåëî ìîæíî îïðåäåëèòü, ñðàâíèâàÿ
åå ñî ñòåïåíüþ âîçäåéñòâèÿ íåêîòîðîé ýòàëîííîé ñèëû. Âîçüìåì, íà-
ïðèìåð, ìàëåíüêóþ ïðóæèíêó, ðàñòÿíóòóþ íà îïðåäåëåííóþ äëè-
íó. Ñòåïåíü âîçäåéñòâèÿ òàêîé ïðóæèíêè íàçîâåì ñèëîé F . Óêàçàâ
òàêæå íàïðàâëåíèå âîçäåéñòâèÿ, ïîëó÷èì âåêòîð ñèëû F. Ïðÿìóþ,
âäîëü êîòîðîé íàïðàâëåí âåêòîð ñèëû, íàçûâàþò ëèíèåé äåéñòâèÿ
ñèëû. Åñëè íà ëèíèè äåéñòâèÿ ñèëû F ê òåëó ïðèêðåïèòü n òàêèõ
æå è òî÷íî òàê æå ðàñòÿíóòûõ â òîì æå íàïðàâëåíèè ïðóæèíîê, òî
òàêîå âîçäåéñòâèå áóäåò îòâå÷àòü ñèëå nF. Èìåÿ íàáîðû âñåâîçìîæ-
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íûõ ïðóæèíîê è ïðîäåëûâàÿ ñ íèìè îïèñàííûå îïåðàöèè, ïîëó÷à-
åì âîçìîæíîñòü âûáðàòü âîçäåéñòâèå íåêîòîðîãî íàáîðà ïðóæèíîê
â êà÷åñòâå ýòàëîííîé ñèëû F◦, à òàêæå âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ
äðîáíûõ è öåëûõ ÷àñòåé ýòàëîííîé ñèëû. Â èòîãå ñìîæåì èçìåðÿòü
ïðîèçâîëüíóþ ñèëó ÷åðåç ýòàëîííóþ. Òàêîâî îïðåäåëåíèå ñèëû â
ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà.

Ñðàâíèâàÿ âîçäåéñòâèå ðàçëè÷íûõ ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ
ñèë F íà îäíó è òó æå ÷àñòèöó, íàéäåì, ÷òî ýòè ñèëû ïðèâîäÿò ê
äâèæåíèþ ÷àñòèöû ñ ðàçíûìè óñêîðåíèÿìè, ïðè÷åì

F ∝ a.

Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî óñêîðåíèå, ñ êîòîðûì äâèæåòñÿ ëþ-
áàÿ ÷àñòèöà, ïðîïîðöèîíàëüíî äåéñòâóþùåé íà íåå ñèëå, ÿâëÿåò-
ñÿ îáîáùåíèåì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå
âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå |F|/|a|
íå çàâèñèò íè îò ñèëû, íè îò óñêîðåíèÿ èëè ñêîðîñòè ÷àñòèöû, à
ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíîé äëÿ êàæäîé äàííîé ÷àñòèöû âåëè÷èíîé, êî-
òîðóþ íàçûâàþò ìàññîé. Îáîçíà÷èâ ýòó õàðàêòåðèñòèêó ÷àñòèöû
÷åðåç m, ìîæåì çàïèñàòü

F = ma = mr̈ . (2.1.1.)

Ìàññà âûñòóïàåò çäåñü êàê ìåðà èíåðöèè � ìåðà ñïîñîáíîñòè òåëà
ïðîòèâèòüñÿ âîçäåéñòâèÿì ïî èçìåíåíèþ åãî ñîñòîÿíèÿ.

Ñèëà � ðåçóëüòàò âçàèìîäåéñòâèÿ ìàòåðèàëüíûõ îáúåêòîâ.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè ñèëà Fik = mir̈i , äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó
i ïðè åå âçàèìîäåéñòâèè ñ ÷àñòèöåé k íå ðàâíà íóëþ, òî íå ðàâíà
íóëþ òàêæå ñèëà Fki = mkr̈k âñëåäñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèöû k
ñ ÷àñòèöåé i.

Îáîáùåíèåì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ è òðåòèé çà-
êîí Íüþòîíà: ïðè âçàèìîäåéñòâèè äâóõ ÷àñòèö (÷àñòèöû i è

1 Óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè V ¿ c.
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÷àñòèöû k) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ñèë äåéñòâèÿ è ïðîòèâîäåé-
ñòâèÿ, íàïðàâëåííûõ ïî îäíîé è òîé æå ïðÿìîé:

Fik = −Fki . (2.1.2)

Äàííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ íîâûì ïîñòóëàòîì. Îíî íèêàê íå
ñëåäóåò èç ïðåäûäóùèõ ïîëîæåíèé.

Ïóñòü ÷àñòèöà âçàèìîäåéñòâóåò ñ íåñêîëüêèìè ìàòåðè-
àëüíûìè îáúåêòàìè B1, B2, . . . , Bk. Êàæäûé èç íèõ, áóäü îí îäèí,
îáóñëîâèë áû âîçíèêíîâåíèå ñèëû F1, F2, . . . , Fk ñîîòâåòñòâåííî. Â
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ïîñòóëèðóåòñÿ ïðèíöèï (çàêîí) íåçàâèñèìî-
ñòè äåéñòâèÿ ñèë: ñèëà, îáóñëîâëåííàÿ êàêèì-ëèáî èñòî÷íèêîì,
íå çàâèñèò îò íàëè÷èÿ ñèë, îáóñëîâëåííûõ äðóãèìè èñòî÷íèêàìè.
Öåíòðàëüíûì ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ñèëû,
ïðèëîæåííûå ê îäíîé è òîé æå ÷àñòèöå, ìîãóò ñêëàäûâàòüñÿ ïî
îáû÷íûì ïðàâèëàì ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è ÷òî ïîëó÷åííàÿ òàêèì
îáðàçîì ñèëà ïî ñâîåìó äåéñòâèþ íà ÷àñòèöó ýêâèâàëåíòíà âîç-
äåéñòâèþ âñåõ èñõîäíûõ ñèë. Ýòî ïîëîæåíèå âîñïðèíèìàåòñÿ îáû÷-
íî êàê íå÷òî ñàìî ñîáîé ðàçóìåþùååñÿ. Îäíàêî îíî íå ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî êàê ñëåäñòâèå êàêèõ-ëèáî ëîãè÷åñêèõ óìîçàêëþ÷åíèé, âû-
òåêàþùåå èç äðóãèõ óñòàíîâëåííûõ ïîëîæåíèé, à äîëæíî ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ êàê ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåííûé ôàêò.

Óäîáíî äåëèòü âñå ñèëû íà äâà êëàññà. Ñèëû, âîçíèêàþùèå èç-çà
âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö, âõîäÿùèõ â ðàññìàòðèâàåìóþ ñèñòåìó, íà-
çûâàþò âíóòðåííèìè. Ñèëû, âîçäåéñòâóþùèå íà ÷àñòèöû ñèñòåìû
ñî ñòîðîíû ìàòåðèàëüíûõ îáúåêòîâ, íå âêëþ÷åííûõ â ñèñòåìó, íà-
çûâàþò âíåøíèìè. Åñëè â ñèñòåìå âíåøíèå ñèëû îòñóòñòâóþò, èëè
èìè ìîæíî ïî óñëîâèÿì çàäà÷è ïðåíåáðå÷ü, òî òàêèå ñèñòåìû íàçû-
âàþò çàìêíóòûìè.

Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû èç N ÷àñòèö
çàïèøóòñÿ â âèäå

mir̈i = Fi =
N∑

k 6=i

Fik, i, k = 1, 2 . . . , N. (2.1.3)
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2.2 . Âçàèìîäåéñòâèå íà ðàññòîÿíèè. Ïîëåâîå âçàèìîäåé-
ñòâèå

Ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèÿì ìåõàíèêè Íüþòîíà, ñèëû, äåéñòâóþùèå
íà âñÿêîå òåëî â êàêîé-ëèáî ìîìåíò âðåìåíè, çàâèñÿò îò ïîëîæå-
íèé è ñêîðîñòåé îñòàëüíûõ òåë â òîò æå ìîìåíò âðåìåíè. Íüþòî-
íîâñêàÿ ìåõàíèêà ïðèíöèïèàëüíî äîïóñêàëà ëèáî íåïîñðåäñòâåííîå
äåéñòâèå íà ðàññòîÿíèè (òåîðèÿ äàëüíîäåéñòâèÿ), ëèáî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ, ïåðåäàþùèåñÿ ñ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ñêîðîñòüþ.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ôàêòû ïðèâåëè ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ñêî-
ðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëþáûõ âçàèìîäåéñòâèé îãðàíè÷åíà ïðåäåëü-
íî âîçìîæíîé ñêîðîñòüþ (ñêîðîñòüþ ñâåòà â ïóñòîòå).

Ñîâðåìåííàÿ ôèçèêà íå ïðèçíàåò íåïîñðåäñòâåííîãî äåéñòâèÿ íà
ðàññòîÿíèè. Ñîãëàñíî ñîâðåìåííûì âîççðåíèÿì, âñÿêîå òåëî âîçáóæ-
äàåò â îêðóæàþùåì ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðîå ñèëîâîå ïîëå èëè ïî-
ëÿ (ãðàâèòàöèîííûå, ýëåêòðîìàãíèòíûå è ïðî÷èå), êîòîðûå ïðîÿâ-
ëÿþòñÿ äëÿ äðóãèõ òåë â âèäå äåéñòâóþùèõ íà íèõ ñèë. Íèêàêèõ
äðóãèõ ñèëîâûõ âçàèìîäåéñòâèé, êðîìå ïîëåâûõ, ñîâðåìåííàÿ ôèçè-
êà íå ïðèçíàåò. Âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèêîñíîâåíèåì ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ïîëåâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, êîãäà îíè îáóñëîâëåíû ýëåêòðî-
ìàãíèòíûìè ìîëåêóëÿðíûìè ïîëÿìè. Ïîñëåäíèå î÷åíü ðåçêî óáûâà-
þò ñ ðàññòîÿíèÿìè, ñóùåñòâåííî ïðîÿâëÿÿñü ëèøü ïðè ðàññòîÿíèÿõ
ïîðÿäêà 10−8 ñì. Òàêèå ïîëåâûå âçàèìîäåéñòâèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêè
âîñïðèíèìàþòñÿ êàê âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèêîñíîâåíèåì.

Ñîâðåìåííàÿ ôèçèêà ðàññìàòðèâàåò ïîëå êàê íåêóþ îáúåêòèâíóþ
ðåàëüíîñòü, ïîñðåäñòâîì êîòîðîé ïåðåäàþòñÿ âñå âçàèìîäåéñòâèÿ.
Ïîëå äåéñòâóåò íà òåëà ñ îïðåäåëåííûìè ñèëàìè, íî íå èìååò ñìûñëà
ãîâîðèòü î ìåõàíè÷åñêèõ ñèëàõ, äåéñòâóþùèõ íà ïîëÿ. Ïîýòîìó ïðè
ïîëåâîé êîíöåïöèè âçàèìîäåéñòâèÿ òðåòèé çàêîí Íüþòîíà ìîæåò
íàðóøàòüñÿ: íà òåëî äåéñòâóåò ñèëà, íî íåò ñèëû ïðîòèâîäåéñòâèÿ,
äåéñòâóþùåé íà äðóãîå òåëî. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, îäíàêî,
îñòàåòñÿ âåðíûì, òàê êàê ïîëÿ ìîãóò îáëàäàòü èìïóëüñîì. Íàïðè-
ìåð, ïðè èçëó÷åíèè òåëî òåðÿåò âìåñòå ñ ýíåðãèåé èìïóëüñ, óíîñè-
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ìûé ïîëåì; ïðè ïîãëîùåíèè òåëî ïîëó÷àåò îò ïîëÿ èìïóëüñ âìåñòå ñ
ïîãëîùåííîé ýíåðãèåé. Ïðèìåðîì ïðîÿâëåíèÿ èìïóëüñà ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ ñëóæèò äàâëåíèå ñâåòà, âïåðâûå ïîêàçàííîå â îïûòàõ
ðóññêîãî ôèçèêà Ï. Í. Ëåáåäåâà (1866�1912).

Ïîëå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü äàæå íåçàâèñèìî îò âîçáóäèâøèõ åãî
òåë: ïîëå ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ ïðîäîëæàåò ñóùåñòâîâàòü è
ïîñëå òîãî, êàê ïåðåñòàåò ðàáîòàòü âîçáóäèâøèé åãî èñòî÷íèê. Ïîëå
íàðÿäó ñ âåùåñòâîì ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âèäîâ ìàòåðèè.

2.3 . Èìïóëüñ. Ñèëà êàê ìåðà ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ
èìïóëüñà.

Âûðàæåíèå mir̈i ïðåäñòàâèì â âèäå

mir̈i =
d

dt
(mivi) = ṗi .

Âåëè÷èíà pi = mivi íàçûâàåòñÿ èìïóëüñîì i-é ÷àñòèöû. Ñóììó
èìïóëüñîâ âñåõ ÷àñòèö, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó P =

∑
i pi, íàçûâàþò

èìïóëüñîì (ïîëíûì èìïóëüñîì) ñèñòåìû.
Åñëè ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, òî â ïðàâûå ÷àñòè óðàâíå-

íèé (2.1.3) íåîáõîäèìî ââåñòè âíåøíèå ñèëû (ñèëû ñî ñòîðîíû òåë,
íå âõîäÿùèõ â ðàññìàòðèâàåìóþ ñèñòåìó). Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ñèñòåìû ïðèìóò âèä

ṗi =
N∑

k 6=i

Fik +
∑

j

Fâí
ij , i, k = 1, 2 . . . , N, (2.3.1)

ãäå ∑
j Fâí

ij � ñóììà âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà i-þ ÷àñòèöó.
Ñëîæèâ óðàâíåíèÿ (1), ïîëó÷èì

∑

i

ṗi =
∑

i

N∑

k 6=i

Fik +
∑

i

∑

j

Fâí
ij , i, k = 1, 2 . . . , N. (2.3.2)

Èç ïðèíöèïà íåçàâèñèìîñòè äåéñòâèÿ ñèë, ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì,
÷òî âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ñâîäÿòñÿ ê ñèëàì ïîïàðíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ, è òðåòüåãî çàêîíà Íüþòîíà ñëåäóåò ðàâåíñòâî íóëþ ñóììû

23



âñåõ âíóòðåííèõ ñèë: ∑

i

∑

k 6=i

Fik = 0.

Ñóììó âñåõ âíåøíèõ ñèë â ñîîòíîøåíèè (2) îáîçíà÷èì Fâí. Âìåñòî
ñîîòíîøåíèÿ (2) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

Ṗ =
∑

i

ṗi = Fâí . (2.3.3)

Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò ïîëíîãî èìïóëüñà ñèñòåìû ÷à-
ñòèö ðàâíà ãåîìåòðè÷åñêîé ñóììå âñåõ âíåøíèõ ñèë, äåé-
ñòâóþùèõ íà ñèñòåìó. Â çàìêíóòîé ñèñòåìå âíåøíèå ñèëû îòñóò-
ñòâóþò è ïîëíûé èìïóëüñ çàìêíóòîé ñèñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ.

Òðåáîâàíèå çàìêíóòîñòè ñèñòåìû äëÿ ñîõðàíåíèÿ åå èìïóëüñà,
êàê ýòî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (3), âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáÿçàòåëüíî:
äîñòàòî÷íûì áóäåò òðåáîâàíèå ðàâåíñòâà íóëþ ðàâíîäåéñòâóþ-
ùåé âñåõ âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, è òðåáîâàíèå î ïîïàðíîì âçàèìîäåéñòâèè ÷àñòèö
ìîæåò áûòü çàìåíåíî, êàê ýòî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (1), áîëåå ñëà-
áûì óñëîâèåì ðàâåíñòâà íóëþ ãåîìåòðè÷åñêîé ñóììû âñåõ âíóòðåí-
íèõ ñèë. Âîçìîæíî, è ýòî óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Çàêîí
ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà òåðÿåò ñìûñë ðàçäåëåíèå ñèñòåìû íà ÷àñòè, è íåëüçÿ ïîëü-
çîâàòüñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè î ñèëàõ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó íèìè, à
òàêæå äðóãèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Îãðîìíûé
îïûòíûé ìàòåðèàë, íàêîïëåííûé ôèçèêîé, ïîêàçûâàåò, ÷òî çàêîí
ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, íàäëåæàùèì îáðàçîì îáîáùåííûé, ÿâëÿåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíûì çàêîíîì ïðèðîäû, íå çíàþùèì èñêëþ÷åíèé. Îä-
íàêî â òàêîì øèðîêîì ïîíèìàíèè îí óæå íå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê ñëåäñòâèå çàêîíîâ Íüþòîíà.

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (3). Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ïðèðàùåíèå èì-
ïóëüñà ñèñòåìû çà áåñêîíå÷íî ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè dt ðàâíî
dP = Fâídt. Ïðèðàùåíèå æå èìïóëüñà ñèñòåìû çà ïðîìåæóòîê âðå-
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ìåíè t− t◦ îïðåäåëèòñÿ ñîîòíîøåíèåì

P(t)−P◦ =
∫ t

t◦
Fâí(t)dt . (2.3.4)

Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íàçûâàåòñÿ èìïóëüñîì ñè-
ëû Fâí çà âðåìÿ t − t◦, åãî íå ñëåäóåò ïóòàòü ñ èìïóëüñîì ñèñòåìû
÷àñòèö. Ïðèðàùåíèå èìïóëüñà ñèñòåìû ðàâíî èìïóëüñó âñåõ äåé-
ñòâóþùèõ íà íåå âíåøíèõ ñèë.

Ïîìèìî ïîäõîäà ê çàêîíàì äèíàìèêè, êîòîðûé èçëîæåí â ïðå-
äûäóùåì ðàçäåëå, îïðåäåëåííûå ïðåèìóùåñòâà ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü
àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä, îñíîâûâàþùèéñÿ íà çàêîíå ñîõðàíåíèÿ èì-
ïóëüñà. Ïðè ýòîì ïîäõîäå ïåðâè÷íûì ñ÷èòàåòñÿ ñëåäóþùåå îáîá-
ùåíèå îïûòíûõ äàííûõ: êàæäîé ÷àñòèöå ìîæíî ïðèïèñàòü îïðå-
äåëåííóþ âåëè÷èíó mi, íàçûâàåìóþ ìàññîé, è ÷òî äëÿ çàìêíóòîé
ñèñòåìû ÷àñòèö

∑

i

mivi =
∑

i

pi = P = const. (2.3.5)

Âåëè÷èíû ìàññ mi ïðè ýòîì ìîæíî îïðåäåëèòü, èññëåäóÿ âçà-
èìîäåéñòâèå i-é ÷àñòèöû ñ íåêîòîðîé ÷àñòèöåé, ìàññà êîòîðîé mo

ïðèíÿòà çà ýòàëîííóþ:

mivi + mov = miv
′
i + mov

′ ⇒ mi = mo
| v′ − v |
| v′i − vi | .

Ïðè äàííîì ïîäõîäå èçìåíÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ñèëû. Òåïåðü ñèëà
Fi, äåéñòâóþùàÿ íà i-þ ÷àñòèöó, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ ïî
âðåìåíè îò èìïóëüñà ÷àñòèöû:

Fi
def
=

dpi

dt
. (2.3.6)

Îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ îáîáùåíèé êëàññè÷åñêîé ìåõàíè-
êè ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå òîãî ôàêòà, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ èìïóëüñà
÷àñòèöû (dpi/dt), ò. å. ôóíêöèÿ Fi, çàâèñèò ëèøü îò ðàçíîñòåé
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êîîðäèíàò (è, áûòü ìîæåò, îò îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòåé) äàí-
íîé ÷àñòèöû è ÷àñòèö, ñ êîòîðûìè îíà âçàèìîäåéñòâóåò:

dpi

dt
= Fi =

∑

k 6=i

Fik ((ri − rk), (ṙi − ṙk)) , i, k = 1, 2, ..., N. (2.3.7)

Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ ïðîñòîòó, äàííîå óòâåðæäåíèå
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíûì. Èìåííî îíî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü
ñîîòíîøåíèÿ (7) êàê óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Ñîîòíîøåíèÿ (6)�(7) ýê-
âèâàëåíòíû âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà. Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íà-
õîæäåíèÿ äâèæåíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ÷àñòèö äîñòàòî÷íî çíàòü
ñèëû Fi(r,v) è íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé ÷àñòèö.

Èç ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà çàìêíóòîé ñèñòåìû èç äâóõ ÷àñòèö (p1+
p2 = const) ñëåäóåò

dp1

dt
= −dp2

dt
, → F12 = −F21,

ò. å. òðåòèé çàêîí Íüþòîíà ïðè ýòîì ïîäõîäå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
ñîîòíîøåíèé (5)�(6).

Óðàâíåíèÿ (7) ïðè ïåðåõîäå â äðóãóþ èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îò-
ñ÷åòà c èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèé Ãàëèëåÿ áóäóò èìåòü òî÷íî
òàêîé æå âèä, êàê è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ñòàðûõ ïåðåìåííûõ,
òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå îòíîñèòåëüíûå ñêîðîñòè è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
÷àñòèöàìè, êàê è èíòåðâàëû âðåìåíè, íå èçìåíÿþòñÿ2.

2Ïîäðîáíåå â Ïðèëîæåíèè Iq

26



ËÅÊÖÈß 4

2.4 . Öåíòð èíåðöèè è åãî ñâîéñòâà
Ìíîãèå ñîîòíîøåíèÿ â ìåõàíèêå ïðèîáðåòàþò óäîáíóþ è êîì-

ïàêòíóþ ôîðìó, åñëè ââåñòè ïîíÿòèå öåíòðà èíåðöèè ñèñòåìû. Öåí-
òðîì èíåðöèè ñèñòåìû3 íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ òî÷êà ïðîñ-
òðàíñòâà, îïðåäåëÿåìàÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì (Rc):

Rc =
1

m

∑

i

miri , (2.4.1)

ãäå m =
∑

i mi � ìàññà âñåé ñèñòåìû.
Êîîðäèíàòû öåíòðà èíåðöèè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â

ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì (1) áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëàìè
xc = 1

m

∑
mixi, yc = 1

m

∑
miyi, zc = 1

m

∑
mizi.

Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåíòðó èíåð-
öèè ñèñòåìû, çàíèìàåò îïðåäåëåííîå ïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî ÷à-
ñòèö ñèñòåìû, îñòàþùååñÿ íåèçìåííûì ïðè ïåðåõîäå â äðóãóþ ñè-
ñòåìó îòñ÷åòà4. Äåéñòâèòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè
Ãàëèëåÿ

R′
c =

1

m

∑

i

mir
′
i =

1

m

∑

i

mi(ri −Vt) = Rc −Vt .

Ïîëîæåíèÿ êàê öåíòðà èíåðöèè, òàê è âñåõ ÷àñòèö ñèñòåìû â ëþáîé
ìîìåíò âðåìåíè áóäóò ñìåùåíû îäèíàêîâî (íà âåëè÷èíó Vt), ò. å.
ïîëîæåíèå öåíòðà èíåðöèè îòíîñèòåëüíî ÷àñòèö ñèñòåìû íå èçìå-
íèòñÿ.

Ñêîðîñòü öåíòðà èíåðöèè (Vc) îïðåäåëèòñÿ êàê

Vc = Ṙ =
1

m

∑

i

mivi =
1

m

∑

i

pi . (2.4.2)

3 Öåíòð èíåðöèè ñèñòåìû â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ÷àñòî íàçûâàþò öåíòðîì ìàññ. Â îäíî-
ðîäíîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå (g = const) öåíòð èíåðöèè ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì òÿæåñòè ñèñòåìû
R =

∑
i
migri/

∑
i
mig.

4 Â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå ýòî ïîëîæåíèå íàðóøàåòñÿ.
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Òîãäà ïîëíûé èìïóëüñ ñèñòåìû

P =
∑

i

pi = mVc . (2.4.3)

Ïîëíûé èìïóëüñ (êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ) ñèñòåìû ðàâåí ìàññå
ñèñòåìû, óìíîæåííîé íà ñêîðîñòü åå öåíòðà èíåðöèè. Â ÷àñòíî-
ñòè, â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñ íà÷àëîì â öåíòðå èíåðöèè ñèñòåìû, ïîëíûé
èìïóëüñ ñèñòåìû ðàâåí íóëþ.

Åñëè ñèñòåìà ÷àñòèö çàìêíóòà, òî åå ïîëíûé èìïóëüñ P, à ñëåäî-
âàòåëüíî, è ñêîðîñòü öåíòðà èíåðöèè Vc ñîõðàíÿåòñÿ. Öåíòð èíåð-
öèè çàìêíóòûõ ñèñòåì äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ (èíî-
ãäà ðàâíîé íóëþ).

Åñëè æå íà ñèñòåìó ÷àñòèö äåéñòâóþò âíåøíèå ñèëû, ñóììà
êîòîðûõ ðàâíà Fâíåø, òî

Ṗ = mV̇c = Fâíåø . (2.4.4)

Ñîîòíîøåíèÿ (3)�(4) ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü ïîñòóïàòåëüíîå
äâèæåíèå ñèñòåìû ÷àñòèö êàê äâèæåíèå îäíîé ÷àñòèöû ñ ìàññîé
m =

∑
i mi (çàêîí àääèòèâíîñòè ìàññ) è ñêîðîñòüþ Vc. Öåíòð

èíåðöèè ñèñòåìû ÷àñòèö äâèæåòñÿ òàê, êàê äâèãàëàñü áû
îäíà ÷àñòèöà ñ ìàññîé, ðàâíîé ìàññå âñåõ ÷àñòèö ñèñòåìû,
è åñëè áû ê íåé áûëè ïðèëîæåíû âñå âíåøíèå ñèëû, äåé-
ñòâóþùèå íà ÷àñòèöû ñèñòåìû (òåîðåìà î äâèæåíèè öåíòðà
èíåðöèè).

Ïðè ïåðåõîäå â ñèñòåìó îòñ÷åòà, äâèæóùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ V
îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé, ïîëíûé èìïóëüñ

P′ =
∑

i

miv
′
i =

∑

i

mi(vi −V) = P−V
∑

mi = m(Vc −V).

Âèäíî, ÷òî âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, äâèæóùèõñÿ îòíîñè-
òåëüíî èñõîäíîé ñî ñêîðîñòüþ ðàâíîé ñêîðîñòè åå öåíòðà èíåðöèè,
ïîëíûé èìïóëüñ ñèñòåìû ÷àñòèö ðàâåí íóëþ.

Ëþáàÿ òàêàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé öåíòðà èíåð-
öèè. Â ÷àñòíîñòè, òàêîâîé áóäåò ñèñòåìà îòñ÷åòà, íà÷àëî êîòîðîé
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ñâÿçàíî ñ öåíòðîì èíåðöèè ñèñòåìû ÷àñòèö. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ, ñâÿ-
çàííûõ ñî âçàèìîäåéñòâèåì ÷àñòèö, ïåðåõîä â ñèñòåìó öåíòðà èíåð-
öèè ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ðåøåíèå.

2.5 . Ìîìåíòû èìïóëüñà è ñèëû. Èçìåíåíèå ìîìåíòà èì-
ïóëüñà

Ââåäåì äâà îïðåäåëåíèÿ. Ìîìåíò èìïóëüñà (ìîìåíò êîëè÷å-
ñòâà äâèæåíèÿ) i�é ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé
ôèêñèðîâàííîé òî÷êè O (lio) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

lio = rio × pi = rio ×mivi,

ãäå rio � ðàäèóñ-âåêòîð ÷àñòèöû, ïðîâåäåííûé èç òî÷êè O. Âåêòîð

Lo =
∑

i

(rio × pi)

íàçûâàåòñÿ ìîìåíòîì èìïóëüñà (êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ) ñèñòåìû
îòíîñèòåëüíî òî÷êè O.

Ìîìåíòîì ñèëû Fi îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé òî÷êè
O íàçîâåì âåêòîð

nio = rio × Fi; | nio |=| rioFi sin αi |=| Fiρio |,
ãäå rio � ðàäèóñ-âåêòîð èç òî÷êè O ê òî÷êå ïðèëîæåíèÿ ñèëû, αi �
óãîë ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðîì è íàïðàâëåíèåì ñèëû, ρiO � ðàññòîÿíèå
îò òî÷êè O äî ëèíèè äåéñòâèÿ ñèëû ("ïëå÷î" ñèëû). Ñóììà

No =
∑

i

(rio × Fi)

íàçûâàåòñÿ ìîìåíòîì (âðàùàòåëüíûì ìîìåíòîì) ñèë îòíîñè-
òåëüíî âûáðàííîé òî÷êè O. Âíóòðåííèå ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ÷à-
ñòèö ñèñòåìû íå äàþò âêëàäà â ìîìåíò ñèë (âíóòðåííèå ñèëû, ñî-
ãëàñíî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà, ïîïàðíî ðàâíû è ïðîòèâîïîëîæíî
íàïðàâëåíû âäîëü îäíîé è òîé æå ïðÿìîé).
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Êàê ìîìåíò èìïóëüñà, òàê è ìîìåíò ñèëû èçìåíÿþòñÿ ïðè ñìåíå
òî÷êè, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îíè âû÷èñëÿþòñÿ. Ïóñòü òî÷êà A ñìå-
ùåíà îòíîñèòåëüíî òî÷êè O íà âåêòîð Roa è ria � ðàäèóñ-âåêòîð,
ñîåäèíÿþùèé ò. A c i-îé ÷àñòèöåé. Òîãäà rio = ria + Roa è ìîìåíòû
èìïóëüñà ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê O è A áóäóò
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

Lo =
∑

i

(rio × pi) =
∑

i

(ria + Roa)× pi) = La + Roa ×P, (2.5.1)

ãäå P � ïîëíûé èìïóëüñ ñèñòåìû.
Àíàëîãè÷íî

No = Na + Roa × F, (2.5.2)

ãäå F � ðàâíîäåéñòâóþùàÿ âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó.
Ðàññìîòðèì èçìåíåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà ñèñòåìû ÷àñòèö La âî

âðåìåíè:
dLa

dt
=

∑

i

(
ria ×mi

dvi

dt

)
+

∑

i

(
dria

dt
×mivi

)
=

=
∑

i

(ria × Fi) +
∑

i

(vi ×mivi) =
∑

i

(ria × Fi) = Na. (2.5.3)

Îêîí÷àòåëüíî èìååì
dLa

dt
= Na . (2.5.4)

Ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà ñèñòåìû ðàâíà
ìîìåíòó âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó. Â ÷àñòíîñòè,
ìîìåíò èìïóëüñà çàìêíóòîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ôèêñèðîâàííîé
òî÷êè îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì.

Åñëè æå ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â ïîëå öåíòðàëüíîé ñèëû (F(r) =
f(r)r/r), òî ìîìåíò ñèëû (îòíîñèòåëüíî öåíòðà ïîëÿ), äåéñòâóþùèé
íà ÷àñòèöó, âûðàæàåòñÿ êàê N = r×F = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîìåíò
èìïóëüñà ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ â ïîëå öåíòðàëüíûõ ñèë, ñîõðàíÿåò
ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíî öåíòðà.
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Ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû ìû ïîëó÷èëè, ïîëàãàÿ, ÷òî òî÷êè, îò-
íîñèòåëüíî êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîìåíòû èìïóëüñà è âíåø-
íèõ ñèë, íåïîäâèæíû â âûáðàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Ïîñìîòðèì, êàê
èçìåíÿþòñÿ âûâåäåííûå ôîðìóëû, êîãäà îäíà èëè îáå òî÷êè (O è
A) äâèæóòñÿ. Óñëîâèìñÿ ïðè îïðåäåëåíèè ìîìåíòîâ Lo è La ñêî-
ðîñòè âñåõ òî÷åê ñèñòåìû áðàòü îòíîñèòåëüíî êàêîé-òî îäíîé
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà K, êîòîðóþ ìû áóäåì ñ÷èòàòü
íåïîäâèæíîé. Òàêèì îáðàçîì ìû îïðåäåëÿåì ìîìåíòû Lo è La âû-
ðàæåíèÿìè

Lo =
∑

(roi ×mivi), La =
∑

(rai ×mivi),

â êîòîðûõ, ïî îïðåäåëåíèþ, vi îçíà÷àåò îäíó è òó æå ñêîðîñòü i-é
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû K

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî òî÷êà O íåïîäâèæíà. Òîãäà èç ôîðìóëû
(2) ñëåäóåò L̇o = No = Na + Roa × F. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî âðåìåíè
ôîðìóëó (1), ïîëó÷èì

L̇a = L̇o − Ṙoa ×P−Roa × Ṗ =

= Na + Roa × F− Ṙoa ×P−Roa × F

Îêîí÷àòåëüíî
L̇a = Na − Ṙoa ×P. (2.5.5)

Ýòèì óðàâíåíèåì äîëæíà áûòü çàìåíåíà ôîðìóëà (4) äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà òî÷êà A äâèæåòñÿ. Åìó ìîæíî ïðèäàòü äðóãîé âèä. Âåëè÷èíà
Ṙoa = Va � åñòü ñêîðîñòü òî÷êè A, à èìïóëüñ P = mVc. Òàêèì
îáðàçîì

L̇a = Na −m(Va ×Vc).

Ïåðåñòàâèâ ïîðÿäîê ñîìíîæèòåëåé â âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè,
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

L̇a = Na + m(Vc ×Va) . (2.5.6)

Ñîîòíîøåíèå (6) ñîâïàäàåò ñ ñîîòíîøåíèåì (4), êîãäà èëè öåíòð
èíåðöèè ñèñòåìû íåïîäâèæåí (Vc = 0), èëè ñêîðîñòè Va è Vc êîë-
ëèíåàðíû (â ÷àñòíîñòè, åñëè òî÷êà A ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì èíåðöèè
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ñèñòåìû). Åñëè äâèæóùàÿñÿ òî÷êà A ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ìàññ (öåí-
òðîì èíåðöèè) ñèñòåìû, òî ôîðìóëà (6) ïåðåõîäèò â ïðåæíåå óðàâ-
íåíèå (4). Óðàâíåíèå ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ èìååò
òàêîé æå âèä, ÷òî è îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Ïîñòîÿíñòâî ìîìåíòà èìïóëüñà ñèñòåìû íå ÿâëÿåòñÿ "ïðèâèëå-
ãèåé" ëèøü çàìêíóòûõ ñèñòåì. Èç ñîîòíîøåíèÿ (4) ñëåäóåò, ÷òî ìî-
ìåíò èìïóëüñà ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé ôèêñèðîâàííîé
òî÷êè ñîõðàíÿåòñÿ, åñëè ìîìåíò âíåøíèõ ñèë îòíîñèòåëüíî ýòîé
òî÷êè ðàâåí íóëþ (çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà ñèñòåìû).

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ áûâàåò óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ìîìåíò èìïóëü-
ñà ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî öåíòðà èíåðöèè. Ïóñòü â íåêîòîðûé
ìîìåíò âðåìåíè ri è ric � ðàäèóñ-âåêòîðû i-é ÷àñòèöû ñèñòåìû îò-
íîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé òî÷êè A è îòíîñèòåëüíî öåíòðà
èíåðöèè ñîîòâåòñòâåííî, R � ðàäèóñ-âåêòîð, ïðîâåäåííûé èç òî÷êè
A â öåíòð èíåðöèè. Òîãäà ri − ric = R, è ìîìåíò èìïóëüñà îòíîñè-
òåëüíî òî÷êè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

La =
∑

i

(ri × pi) =
∑

i

[(ric + R)× pi] =

=
∑

i

(ric × pi) + R×∑

i

pi = Lc + R×P.

Â èòîãå
La = Lc + R×P . (2.5.7)

Ìîìåíò èìïóëüñà ñèñòåìû ÷àñòèö îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè ðàâåí ìîìåíòó èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî öåíòðà èíåðöèè ñè-
ñòåìû ïëþñ ìîìåíò èìïóëüñà öåíòðà èíåðöèè ñ ñîñðåäîòî÷åííîé
â íåì ìàññîé ñèñòåìû.

Ìîìåíò èìïóëüñà îäíîé ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííîãî öåí-
òðà èíåðöèè íàçûâàåòñÿ ñïèíîì ÷àñòèöû.

Ïóñòü èçìåíåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà ÷àñòèöû çà âðåìÿ dt ðàâíî dr.
Âåëè÷èíà âåêòîðà 1

2(r× dr) ÷èñëåííî ðàâíà ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà,
ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ r è dr. Âåêòîð

f =
1

2

d

dt
(r× dr)
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íàçûâàåòñÿ ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòüþ, åãî àáñîëþòíàÿ gâåëè÷èíà
÷èñëåííî ðàâíà ïëîùàäè, "çàìåòàåìîé" ðàäèóñ-âåêòîðîì äâèæó-
ùåéñÿ ÷àñòèöû â åäèíèöó âðåìåíè, à íàïðàâëåíèå îðòîãîíàëüíî
ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû. Ñâÿæåì ñåêòîðèàëüíóþ ñêîðîñòü ÷à-
ñòèöû ñ ìîìåíòîì åå èìïóëüñà:

f =
1

2

(
r× dr

dt

)
=

r×mv

2m
=

L

2m
. (2.5.8)

Åñëè ïðè äâèæåíèè ó ÷àñòèöû ñîõðàíÿåòñÿ ìîìåíò èìïóëüñà, ò.
å. L = const (íàïðèìåð, ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû â ïîëå öåíòðàëüíîé
ñèëû), òî, âî-ïåðâûõ, äâèæåíèå ÷àñòèöû ïðîèñõîäèò â îäíîé ïëîñêî-
ñòè (âåêòîð L ñîõðàíÿåò íå òîëüêî ñâîå çíà÷åíèå, íî è íàïðàâëåíèå)
è, âî-âòîðûõ, ñåêòîðèàëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû ïîñòîÿííà (â ðàâíûå
îòðåçêè âðåìåíè ðàäèóñ-âåêòîð "çàìåòàåò" ðàâíûå ïëîùàäè � âòî-
ðîé çàêîí Êåïëåðà).
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ËÅÊÖÈß 5

2.6 . Ðàáîòà. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ. Ïîòåíöèàëüíûå
ñèëû. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ñèñòåìà ÷àñòèö. Ðàññìîòðèì êàêóþ-
ëèáî (i-þ) ÷àñòèöó ñèñòåìû, ïåðåìåùàþùóþñÿ âäîëü íåêîòîðîãî ïó-
òè. Ïóñòü íà ÷àñòèöó äåéñòâóåò íåêàÿ ñèëà Fi. Ýëåìåíòàðíîé ðàáî-
òîé ñèëû Fi íàçîâåì âåëè÷èíó dAi = Fidri. Ñóììà ýëåìåíòàðíûõ
ðàáîò âñåõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ÷àñòèöû ñèñòåìû, ðàâíà

dA =
∑

i

dAi.

Óìíîæèâ íà dri = vidt îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû
midvi/dt = Fi, ïîëó÷àåì

dAi = Fidri = mi
dvi

dt
vidt = mividvi = d


miv

2
i

2


 = dKi. (2.6.1)

Âåëè÷èíó Ki = miv
2
i /2 íàçûâàþò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé i-é ÷àñòè-

öû, òîãäà dAi = dKi. Ñóììèðóÿ ïî âñåì ÷àñòèöàì ñèñòåìû, ïîëó÷èì

dK = dA. (2.6.2)

Ïðèðàùåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ ÷à-
ñòèö ðàâíî ýëåìåíòàðíîé ðàáîòå âñåõ ñèë, ïðèëîæåííûõ ê ÷àñ-
òèöàì (òåîðåìà îá èçìåíåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè).

Âåñüìà ñóùåñòâåííî, ÷òî ðå÷ü èäåò î âñåõ, à íå òîëüêî î âíåø-
íèõ ñèëàõ . Äî ñèõ ïîð, êîãäà ìû âñòðå÷àëèñü ñ ñóììèðîâàíèåì ñèë,
â ñèëó òðåòüåãî çàêîíà Íüþòîíà ñóììà âñåõ âíóòðåííèõ ñèë îêàçû-
âàëàñü ðàâíîé íóëþ è ìîãëà áûòü îòáðîøåíà. Çäåñü æå ìû âñòðå-
òèëèñü ñ ñóììèðîâàíèåì ïðîèçâåäåíèé Fidri, è, äàæå åñëè ñèëû Fi

è Fk ðàâíû, ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû è äåéñòâóþò âäîëü îäíîé
ïðÿìîé, ñóììà Fidri + Fkdrk, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íà îò íóëÿ, òàê
êàê â îáùåì ñëó÷àå dri 6= drk.
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Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ÷àñòèö, êàê ýòî âèäíî èç åå îïðå-
äåëåíèÿ, âåëè÷èíà àääèòèâíàÿ, ò. å. êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû
÷àñòèö ðàâíà ñóììå êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé îòäåëüíûõ ÷àñòèö. Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ èçìåíåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû ÷àñòèö ïðè
ïåðåõîäå ñèñòåìû èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå íåîáõîäèìî âû÷èñ-
ëèòü èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè êàæäîé ÷àñòèöû, âçÿâ äëÿ
ýòîãî êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû âäîëü òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ ÷à-
ñòèö:

mv2
i2

2
− mv2

i1

2
=

(i2)∫

(i1)

Fidri =
t2∫

t1

Fividt (i = 1, 2, ..., n). (2.6.3)

Ñèëà Fi âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê âíåøíèå, òàê è âíóòðåííèå ñèëû,
äåéñòâóþùèå íà i-þ òî÷êó. Ýòà ñèëà â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò çàâèñåòü
êàê îò êîîðäèíàò ÷àñòèö ñèñòåìû, òàê è îò èõ ñêîðîñòåé è âðåìå-
íè. Ïðèìåíåíèå ñîîòíîøåíèÿ (3) äëÿ êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ äâèæåíèÿ
ñèñòåìû ÷àñòèö íåðåäêî ÿâëÿåòñÿ êðàéíå òðóäíîé çàäà÷åé. Ýòî, â
÷àñòíîñòè, ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ðàáîòà âíóòðåííèõ ñèë íå îáÿçàòåëüíî
ðàâíà íóëþ è íå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà â îáùåì âèäå.

Ñèëîâîå ïîëå. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ìåõàíèêè èìåþò äåëî ñ ñèëà-
ìè, çàâèñÿùèìè òîëüêî îò ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö è íå çàâèñÿùèìè
îò èõ ñêîðîñòåé è âðåìåíè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé äâèæåíèÿ îäíîé ÷àñòèöû, êîãäà äåéñòâóþùàÿ
íà íåå ñèëà çàâèñèò ëèøü îò ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû: F = F(r). Òîãäà
ñ êàæäîé òî÷êîé ïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëÿåìîé â íåêîòîðîé èíåðöè-
àëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ìîæíî ñâÿçàòü âåêòîð, èçîáðàæàþùèé òó
ñèëó, êîòîðàÿ äåéñòâîâàëà áû íà ÷àñòèöó, åñëè áû ïîñëåäíÿÿ íà-
õîäèëàñü â ýòîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Óñëîâíî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
âñå ïðîñòðàíñòâî "çàïîëíåíî" âåêòîðàìè ñèë. Ýòî ìíîæåñòâî âåêòî-
ðîâ íàçûâàåòñÿ ñèëîâûì ïîëåì. Ìàòåìàòè÷åñêè òàêîå ñèëîâîå ïîëå
îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì â ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðîé âåêòîðíîé ôóíê-
öèè F(r).

Åñëè ðàáîòà ñèë ïîëÿ F(r) ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó ïóòè ðàâíà
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íóëþ, ò. å. ∮
Fdr = 0, òî òàêèå ñèëîâûå ïîëÿ è ñàìè ñèëû íàçûâà-

þò ïîòåíöèàëüíûìè. Ëåãêî ïîêàçàòü (ïîêàæèòå), ÷òî ðàáîòà ñèë
òàêèõ ïîëåé (ðàáîòà ïîòåíöèàëüíûõ ñèë), ñîâåðøàåìàÿ ïðè äâèæå-
íèè ÷àñòèöû èç ïîëîæåíèÿ r1 â ïîëîæåíèå r2,

A12 =

(r2)∫

(r1)

Fdr

íå çàâèñèò îò âèäà ïóòè è îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü êîîðäèíàòàìè êîíå÷-
íîé è íà÷àëüíîé òî÷åê. Ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû â òàêèõ ïîëÿõ äëÿ
íåå ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ðàññìàòðèâàå-
ìîé òî÷êå (U(r)), îïðåäåëèâ

U(r2)− U(r1) = −
(r2)∫

(r1)

Fdr. (2.6.4)

Îòñþäà èìååì
dU = −dA. (2.6.5)

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ôîðìóëå (2) èìååòñÿ â âèäó ðàáîòà âñåõ
ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ÷àñòèöû ñèñòåìû, òîãäà êàê â ôîðìóëå (5) ðå÷ü
èäåò î ðàáîòå òîëüêî ïîòåíöèàëüíûõ ñèë.

Ðàñêðûâ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè
(4)

U(r2)− U(r1) = −
(r2)∫

(r1)

(Fxdx + Fydy + Fzdz),

ïîëó÷àåì
Fx = −∂U

∂x
, Fy = −∂U

∂y
, Fz = −∂U

∂z
, (2.6.6)

ãäå ñèìâîë ∂ îáîçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî êàêîé-ëèáî ïåðå-
ìåííîé ïðè ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèÿõ äðóãèõ ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð,
÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂/∂x âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîñòîÿííûõ çíà÷åíè-
ÿõ y è z (dy = dz = 0). Ïîëíóþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà ÷àñòèöó,
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òîãäà ìîæíî âûðàçèòü êàê

F = −
(
∂U

∂x
,

∂U

∂y
,

∂U

∂z

)
≡ −∂U

∂r
≡ −grad U ≡ −5U, (2.6.7)

ãäå 5 = ( ∂
∂x , ∂

∂y ,
∂
∂z) � îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà, êîòîðûé ôîðìàëüíî âî

ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð5.
Ôóíêöèè U(r) è U ′ = U(r)+const, êàê ýòî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ

(7), ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó è òîìó æå ïîëþ ñèë, ò. å. ôèçè÷åñêè ýê-
âèâàëåíòíû. Âûáîðîì êîíñòàíòû â êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷å ìîæ-
íî ïðîèçâîëüíî ðàñïîðÿäèòüñÿ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ íàèáîëåå óäîáíîé
òî÷êè (èëè ïîâåðõíîñòè) íà÷àëà îòñ÷åòà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

Óðàâíåíèå U(r) = const îïðåäåëÿåò ýêâèïîòåíöèàëüíûå ïîâåðõ-
íîñòè (ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ), ïðè äâèæåíèè ïî êîòîðûì ïîòåíöèàëü-
íàÿ ýíåðãèÿ íå ìåíÿåòñÿ; îíà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé è â òîì ñëó÷àå,
åñëè äâèæåíèå ëèøü íà÷èíàåòñÿ è çàêàí÷èâàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè îä-
íîãî óðîâíÿ.

Ïðèìåð 1. Ïîëå îäíîìåðíîé ñèëû F(r) = (f(x), 0, 0). Äëÿ ëþáîãî
çàìêíóòîãî êîíòóðà l èìååì

∮
Fdr =

∫ b

a
f(x)dx +

∫ a

b
f(x)dx = 0,

ò. å. äàííîå ïîëå ñèë ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì.
Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ïîëå òÿæåñòè âáëèçè ïîâåðõíîñòè

Çåìëè, ãäå

F(r) = (0,−mg, 0), → U = mgy + const,

è ïîëå ñèë îäíîìåðíîãî ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà, ó êîòîðîãî

F(r) = (−kx, 0, 0), → U =
1

2
kx2 + const.

Îáû÷íî âûáèðàþò const = 0.
5 Ïðè ïðèìåíåíèè îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà ê ïðîèçâåäåíèþ ôóíêöèé òî÷êè íàäî ñîáëþäàòü îïðå-

äåëåííûå ïðàâèëà.
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Ïðèìåð 2. Öåíòðàëüíîå ïîëå ñèë

F(r) = f(r) · r
r
.

Òàê êàê r2 = r2, → rdr = rdr, òî F dr = f(r) dr, è äëÿ ëþáîãî
çàìêíóòîãî êîíòóðà

∮
Fdr =

∫ rmax

rmin

f(r)dr +
∫ rmin

rmax

f(r)dr = 0,

ò. å. öåíòðàëüíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì.
Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìîå êóëîíîâî ïîëå

F(r) = α
r

r3 ; U(r) =
α

r
+ const;

à òàêæå èçîòðîïíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð

F(r) = −kr; U(r) =
1

2
k r2 + const.

Îáû÷íî âûáèðàþò const = 0.
Ïðèìåð 3. Ñèëà òðåíèÿ F îáû÷íî íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî

ñêîðîñòè, ïîýòîìó ∮
Fdr =

∮
Fv dt < 0,

ò. å. ñèëû òðåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëüíûìè.
Ïðèìåð 4. Ïîëå äâóõ ÷àñòèö, ìåæäó êîòîðûìè äåéñòâóåò ñèëà

âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ (èëè îòòàëêèâàíèÿ), çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè.

Îáîçíà÷èì r = r1 − r2. Òîãäà ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ïåðâóþ ÷à-
ñòèöó,

F1 = F (|r1 − r2|) r1 − r2

|r1 − r2| = F (r)
r

r
,

ãäå F (|r1 − r2|) = F (r) � íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ñèëà F2, äåéñòâóþùàÿ íà âòîðóþ ÷àñòèöó, ðàâíà
è ïðîòèâîïîëîæíà ñèëå F1. Òîãäà

dA = F1dr1 + F2dr2 = F (r)
r

r
dr.
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Èç ïîëíîé ôîðìàëüíîé àíàëîãèè ñ ïðèìåðîì 2 ñëåäóåò, ÷òî

dA = F (r)dr,

è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ îïðåäåëèòñÿ êàê

U = −
∫

F (r)dr + const. (2.6.8)

Îäíàêî ïåðåìåííîé çäåñü ÿâëÿåòñÿ óæå íå ðàäèóñ-âåêòîð ÷àñòèöû,
à ðàññòîÿíèå ìåæäó âçàèìîäåéñòâóþùèìè ÷àñòèöàìè. Äàííûé ïðè-
ìåð èëëþñòðèðóåò, â ÷àñòíîñòè, òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïîòåíöèàëü-
íàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö íå ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé.
Ôóíêöèþ U â âûðàæåíèè (8) íåëüçÿ ïîëó÷èòü êàê ñóììó çíà÷åíèé,
ïîäñ÷èòàííûõ ïîðîçíü äëÿ ïåðâîé è âòîðîé ÷àñòèö, òàê êàê îíà ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ r, îïðåäåëÿåìîãî ïîëîæåíèåì äâóõ ÷à-
ñòèö îäíîâðåìåííî.

2.7 . Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû. Èçìåíåíèå è
ñîõðàíåíèå

Ïîëíóþ ìåõàíè÷åñêóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû ÷àñòèö (E) îïðåäåëèì
êàê ñóììó êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ÷àñòèö ñèñòåìû, ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè èõ âçàèìîäåéñòâèÿ äðóã ñ äðóãîì è ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ
÷àñòèö ñ âíåøíèìè ïîëÿìè.

Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ñèñòåìó ïîòåíöèàëüíî âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ ÷àñòèö. Â äàííîì ñëó÷àå

E = K + U, K =
∑

i

mv2
i

2
, U = U(r1, r2, · · · , rn) .

Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò ïîëíîé ýíåðãèè äàííîé ñèñòåìû ÷àñòèö
dE

dt
=

∑

i

(
∂Ki

∂vi
v̇i +

∂U

∂ri
ṙi) =

∑

i

vi(miv̇i − Fi) = 0 . (2.7.1)

Ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ïîòåíöè-
àëüíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ïîñòîÿííà (ñîõðàíÿåòñÿ).
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Ïóñòü òåïåðü ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ÷àñòèö íå ÿâëÿåòñÿ çà-
ìêíóòîé, à íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîì ñèëîâîì ïîëå, ñîçäàâàåìîì âíåø-
íèìè èñòî÷íèêàìè ïîòåíöèàëüíûõ ñèë. Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òàêîé
ñèñòåìû áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñóììîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÷àñòèö (K),
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö äðóã ñ äðóãîì (U) è
ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ (U ′) ÷àñòèö ñ âíåøíèì ñèëîâûì ïîëåì:

E = K + U + U ′ .

Ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ÷àñòèöû ñèñòåìû, â äàííîì ñëó÷àå áóäóò
îïðåäåëÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

Fi = − ∂

∂ri
(U + U ′).

Ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
ìîæåò è íå ñîõðàíÿòüñÿ, òàê êàê èçìåíåíèå ýíåðãèè

dE

dt
=

∑

i

(dK

∂vi
v̇i +

∂(U + U ′)
∂ri

ṙi

)
+

∂U ′

∂t
=

∑

i

v(miv̇i − Fi) +
∂U ′

∂t
=

∂U ′

∂t
(2.7.2)

â îáùåì ñëó÷àå íå ðàâíî íóëþ. Ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñè-
ñòåìû ñîõðàíÿåòñÿ ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà âíåøíåå ñèëîâîå ïîëå
ñòàöèîíàðíî, ò. å. íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè (∂U ′/∂t = 0), è ïîòåí-
öèàëüíî (∂U ′/∂ri = −F′

i, ãäå F′
i � ñèëà, äåéñòâóþùàÿ ñî ñòîðîíû

âíåøíåãî ïîëÿ íà i-þ ÷àñòèöó). Ñèñòåìû ïîòåíöèàëüíî âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ ÷àñòèö, íàõîäÿùèåñÿ âî âíåøíèõ ñòàöèîíàðíûõ ïîòåíöè-
àëüíûõ ñèëîâûõ ïîëÿõ, íàçûâàþò êîíñåðâàòèâíûìè ñèñòåìàìè.

Îáîáùàÿ, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ (ìåõà-
íè	÷åñêîé) ýíåðãèè: ïîëíàÿ (ìåõàíè÷åñêàÿ) ýíåðãèÿ êîíñåðâà-
òèâíûõ ñèñòåì ñîõðàíÿåòñÿ.

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî â ñôîðìóëèðîâàííîì çàêîíå ñî-
õðàíåíèÿ ýíåðãèè íåò òðåáîâàíèÿ çàìêíóòîñòè ñèñòåìû. Êîíñåðâà-
òèâíûå è çàìêíóòûå ñèñòåìû ÷àñòî ïóòàþò. Êëàññû êîíñåðâàòèâ-
íûõ è çàìêíóòûõ ñèñòåì íå ñîâïàäàþò, à ïåðåñåêàþòñÿ. Íàïðèìåð,
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ñèñòåìà ãðàâèòàöèîííî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ â
ñòàöèîíàðíîì ïîëå òÿãîòåíèÿ êàêîé-ëèáî ìàññû, íå âêëþ÷åííîé â
ñèñòåìó, êîíñåðâàòèâíàÿ, íî íå çàìêíóòàÿ; è íàîáîðîò, çàìêíóòàÿ
ñèñòåìà, â êîòîðîé âñå èëè íåêîòîðûå âíóòðåííèå ñèëû íå ÿâëÿþòñÿ
ïîòåíöèàëüíûìè, íåêîíñåðâàòèâíà.

Ê íåïîòåíöèàëüíûì ñèëàì îòíîñÿòñÿ, ïðåæäå âñåãî, äèññèïàòèâ-
íûå ñèëû, çàâèñÿùèå ïîìèìî êîíôèãóðàöèè òåë îò èõ îòíîñèòåëü-
íûõ ñêîðîñòåé (íàïðèìåð, cèëû òðåíèÿ è ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ, èñ-
ïûòûâàåìûå òåëîì ïðè äâèæåíèè â æèäêîé èëè ãàçîîáðàçíîé ñðå-
äå). Åùå îäèí âèä íåïîòåíöèàëüíûõ ñèë � ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû.
Òàê íàçûâàþò ñèëû, çàâèñÿùèå îò ñêîðîñòè ÷àñòèöû è íàïðàâëåííûå
âñåãäà ïåðïåíäèêóëÿðíî ê âåêòîðó ñêîðîñòè ÷àñòèöû. Ðàáîòà òàêèõ
ñèë âñåãäà ðàâíà íóëþ. Îò ïîòåíöèàëüíûõ òàêèå ñèëû îòëè÷àþòñÿ
òåì, ÷òî îïðåäåëÿþòñÿ íå òîëüêî ïîëîæåíèåì, íî è îòíîñèòåëüíûìè
ñêîðîñòÿìè ÷àñòèö. Èç ñèë, ðàññìàòðèâàåìûõ â èíåðöèàëüíûõ ñè-
ñòåìàõ îòñ÷åòà, åäèíñòâåííûì ïðèìåðîì ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë, èç-
âåñòíûõ â ôèçèêå, ÿâëÿåòñÿ ñèëà Ëîðåíöà � ñèëà, äåéñòâóþùàÿ â
ìàãíèòíîì ïîëå íà äâèæóùóþñÿ çàðÿæåííóþ ÷àñòèöó.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â îáùåì ñëó÷àå ñîáëþäàåòñÿ òîãäà, êî-
ãäà â ñèñòåìå äåéñòâóþò òîëüêî êîíñåðâàòèâíûå è/èëè ãèðîñêîïè-
÷åñêèå ñèëû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òàêóþ ñèñòåìó, â êîòîðîé âñå èëè íåêîòîðûå
ñèëû íåïîòåíöèàëüíû. Ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà ñèë â òàêîé ñèñòåìå
ðàâíà: dA = dA∗ + dA∗ = dK, ãäå dA∗, dA∗ � ýëåìåíòàðíûå ðàáîòû
íåïîòåíöèàëüíûõ è ïîòåíöèàëüíûõ ñèë ñîîòâåòñòâåííî (íàïîìíèì,
÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (2.6.2) äèôôåðåíöèàë êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè ðàâåí ýëåìåíòàðíîé ðàáîòå âñåõ ñèë). Òîãäà

dA = − dU + dA∗, → d(K + U) = dA∗, èëè dE = dA∗ . (2.7.3)

Ïðèðàùåíèå ïîëíîé ýíåðãèè íåêîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì ðàâíî
ýëåìåíòàðíîé ðàáîòå íåïîòåíöèàëüíûõ ñèë.

Íàïðèìåð, â çàìêíóòîé, íî íåêîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìå ïîëíàÿ ìå-
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õàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íå ñîõðàíÿåòñÿ6. Ñîõðàíÿòüñÿ áóäóò ëèøü ïîë-
íûé èìïóëüñ è ìîìåíò ïîëíîãî èìïóëüñà ñèñòåìû, òàê êàê ýòî îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ ðàâåíñòâîì ñèë äåéñòâèÿ è ïðîòèâîäåéñòâèÿ íåçàâèñèìî
îò ïðèðîäû ñèë.

Ïðè íåðåëÿòèâèñòñêîì ïåðåõîäå îò îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû
îòñ÷åòà ê äðóãîé ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, çàâèñÿùàÿ îò âçàèìíûõ
ðàññòîÿíèé, íå èçìåíÿåòñÿ, à êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ èçìåíÿåòñÿ:

K =
1

2

∑

i

mi(v
′
i + V)2 = K ′ +

1

2
mV2 + P′V;

P′ =
∑

i

miv
′
i; m =

∑

i

mi.

Åñëè øòðèõîâàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé öåíòðà èíåð-
öèè, òî P′ = 0, V = Vc è

K = Kc +
1

2
mV2

c , E = Ec +
1

2
mV2

c . (2.7.4)

Ïîëíàÿ è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèè ñèñòåìû ÷àñòèö ìèíèìàëüíû
â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ öåíòðîì èíåðöèè ýòîé ñèñòåìû.
Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå â âûðàæåíèÿõ (4) èíîãäà íàçûâàþò òåîðåìîé
Êåíèãà. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òâåðäîãî òåëà ðàâíà êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè, êîòîðîé îáëàäàëà áû ÷àñòèöà ñ ìàññîé, ðàâíîé ìàññå òå-
ëà, ðàñïîëîæåííàÿ â öåíòðå èíåðöèè è äâèæóùàÿñÿ âìåñòå ñ íèì
ïîñòóïàòåëüíî, ïëþñ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà â åãî äâèæåíèè
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ öåíòðîì èíåðöèè.

Ðàçäåëåíèå ýíåðãèè ÷àñòèöû íà ÷àñòè äàëåêî íå âñåãäà âîçìîæíî.
Ýòî ñâÿçàíî ñ íåàääèòèâíîñòüþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. È åñëè êè-
íåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé
åå ÷àñòåé, òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ â îáùåì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò äëÿ
ñèñòåìû â öåëîì, è ïîíÿòèå "ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû" ÷àñòî
ëèøåíî ñìûñëà.

6 Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ âî âñåõ âîçìîæíûõ ôîðìàõ åå ïðîÿâëåíèÿ â çàìêíóòûõ ñèñòåìàõ áåçóñëîâíî
ñîõðàíÿåòñÿ.
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Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ìåõàíèêè óñëîâèÿ òàêîâû, ÷òî âíóòðåííåå ñî-
ñòîÿíèå ôèãóðèðóþùèõ â çàäà÷å ìàêðîîáúåêòîâ íå ìåíÿåòñÿ, ò. å.
íå èçìåíÿåòñÿ òà ÷àñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, ÷òî ñâÿçàíà ñ âçà-
èìîäåéñòâèåì ÷àñòèö, ñîñòàâëÿþùèõ òåëî, è òà ÷àñòü êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè ÷àñòèö, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ èõ äâèæåíèåì îòíîñèòåëüíî öåí-
òðà èíåðöèè òåëà. Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ ýòè ñîñòàâëÿþùèå ýíåðãèè
ïðè ïðîâåäåíèè ðåøåíèÿ ïðîñòî íå ó÷èòûâàþòñÿ.

Ïîäâåäåì èòîãè, ñâåäÿ ïîëó÷åííûå îñíîâíûå òåîðåìû è çàêîíû
ñîõðàíåíèÿ â òàáëèöó.

Õàðàêòåðèñòè- Îñíîâíàÿ Çàêîí Ãäå âåðåí çà-
êà äâèæåíèÿ òåîðåìà ñîõðàíåíèÿ êîí ñîõðàíåíèÿ

Ëþáûå ñèñòåìû,
Èìïóëüñ P Ṗ = Fâíåø P = const ãäå Fâíåø = 0

Ìîìåíò Ëþáûå ñèñòåìû,
èìïóëüñà L L̇ = Nâíåø L = const ãäå Nâíåø = 0

Ïîëíàÿ Êîíñåðâàòèâíûå
ýíåðãèÿ E dE = dA∗ E = const ñèñòåìû
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Ãëàâà 3

ÏÐÈÌÅÐÛ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈß
ÇÀÊÎÍÎÂ
È ÒÅÎÐÅÌ ÌÅÕÀÍÈÊÈ

ËÅÊÖÈß 6

Ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â çàìêíóòîé ôîðìå
âîçìîæíî ëèøü äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìî-
ñòåé, âûðàæàþùèõ ñèëû. Ìåõàíèêà òùàòåëüíî ñîáèðàåò è èçó÷àåò
âñå ñëó÷àè, êîãäà äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîãóò
áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíû â îáùåì âèäå.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ óæå ñàìè ïî ñåáå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè
è èìïóëüñà ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ðÿä âàæíûõ çàêëþ÷åíèé î ñâîéñòâàõ
ðàçëè÷íûõ ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Ïðè ýòîì îñîáåííî ñóùåñòâåí-
íî òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ýòè ñâîéñòâà ñîâåðøåííî íå çàâèñÿò îò
êîíêðåòíîãî ðîäà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ó÷àñòâóþùèìè â ïðîöåññå
òåëàìè.

Â ýòîé è òðåõ ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå
ïðàêòè÷åñêè î÷åíü âàæíûå êëàññû çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åíû
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.
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3.1 . Äèíàìèêà òâåðäîãî òåëà
Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ. Ïîä òâåðäûì (àáñîëþòíî òâåðäûì)

òåëîì áóäåì ïîíèìàòü ñîâîêóïíîñòü ÷àñòèö, âçàèìíûå ðàññòîÿ-
íèÿ ìåæäó êîòîðûìè íå ìåíÿþòñÿ.

Ïðè ðàññìîòðåíèè òâåðäûõ òåë âñòðå÷àåìñÿ ñ ÷àñòíûì, íî î÷åíü
âàæíûì âèäîì ïîòåíöèàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö. Êîíêðåò-
íûé âèä ñèë êàê ôóíêöèé îò âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé ÷àñòèö çäåñü íå
èìååò çíà÷åíèÿ. Ñóùåñòâåííî òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ýòè ñèëû îáåñ-
ïå÷èâàþò íåèçìåííîå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ÷àñòèö òåëà ïðè âîç-
äåéñòâèè íà ïîñëåäíåå âíåøíèõ ñèë, ôèãóðèðóþùèõ â êîíêðåòíûõ
çàäà÷àõ1.

Ðàçóìååòñÿ, âñå çàêîíû, òåîðåìû è âûòåêàþùèå èç íèõ ñîîòíîøå-
íèÿ, ïîëó÷åííûå ðàíåå, ïðè óñòàíîâëåíèè êîòîðûõ êîíêðåòíûé
âèä ïîòåíöèàëüíûõ ñèë íå èãðàë çíà÷åíèÿ, ïîëíîñòüþ ïðèìåíèìû
è ê òâåðäîìó òåëó.

Åñëè ââåñòè ïîäâèæíóþ, æåñòêî ñâÿçàííóþ ñ òåëîì è ó÷àñò-
âóþùóþ âî âñåõ åãî äâèæåíèÿõ ñèñòåìó êîîðäèíàò, òî åå ïîëîæåíèå
è, òåì ñàìûì, ïîëîæåíèå òåëà îòíîñèòåëüíî "íåïîäâèæíîé" ñèñ-
òåìû êîîðäèíàò áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì R òî÷êè íà-
÷àëà ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è îðèåíòàöèåé îñåé ýòîé ñèñòå-
ìû îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé. Îðèåíòàöèÿ æå îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ
íåçàâèñèìûìè óãëàìè, òàê ÷òî ñ òðåìÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà R
èìååì âñåãî øåñòü íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàò. Âñÿêîå òâåðäîå òåëî
ïðåäñòàâëÿåò ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ øåñòüþ ñòåïåíÿìè ñâîáî-
äû, ò. å. ñèñòåìó, ïîëîæåíèå êîòîðîé ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
çíà÷åíèÿìè øåñòè íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàò.

Íåèçìåííîñòü âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè òâåðäîãî òå-
ëà â êàêîé-òî ìåðå óïðîùàåò îïèñàíèå åãî äâèæåíèÿ. Â ïðèíöèïå
ìû óæå èìååì äâà âåêòîðíûõ óðàâíåíèÿ (2.4.4) è (2.5.4), ñïðàâåä-
ëèâûõ äëÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê è

1 Òî÷íåå, âíåøíèå ñèëû ïðèâîäÿò ê ìàëûì îòêëîíåíèÿì âî âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè ÷àñòèö, íå
ñóùåñòâåííûì ïðè ðàññìîòðåíèè äâèæåíèÿ.
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äàþùèõ øåñòåðêó íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.
Òåì íå ìåíåå çàäà÷è î äâèæåíèè òâåðäûõ òåë îòíîñÿòñÿ ê íàèáî-

ëåå òðóäíûì â ìåõàíèêå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îïðåäåëåíèå èìïóëü-
ñà è ìîìåíòà èìïóëüñà ïðè ïðîèçâîëüíûõ êîíôèãóðàöèÿõ è ïëîòíî-
ñòÿõ òâåðäîãî òåëà è ïðè åãî ïðîèçâîëüíîì äâèæåíèè ïðåäñòàâëÿåò
íåïðîñòóþ çàäà÷ó.

Ñêîðîñòè òî÷åê òâåðäîãî òåëà. Æåñòêî ñâÿæåì ñ òåëîì ñè-
ñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé â òåëå òî÷êå
O. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå áåñêîíå÷íî ìàëîå ïåðåìåùåíèå òâåð-
äîãî òåëà. Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ ÷àñòåé. Îäíà èç íèõ
åñòü áåñêîíå÷íî ìàëûé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ òåëà, â ðåçóëüòàòå êî-
òîðîãî òî÷êà O ïåðåõîäèò èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ â êîíå÷íîå ïðè
íåèçìåííîé îðèåíòàöèè îñåé ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Âòîðàÿ
÷àñòü � áåñêîíå÷íî ìàëûé ïîâîðîò âîêðóã òî÷êè O, â ðåçóëüòàòå êî-
òîðîãî òâåðäîå òåëî ïåðåõîäèò â êîíå÷íîå ïîëîæåíèå.

Îáîçíà÷èì ðàäèóñ-âåêòîð ïðîèçâîëüíîé òî÷êè Mi òâåðäîãî òåëà
â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò roi, à ðàäèóñ-âåêòîð ýòîé æå òî÷êè
â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ri. Ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè O â íåïî-
äâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îáîçíà÷èì R. Òîãäà áåñêîíå÷íî ìàëîå
ïåðåìåùåíèå dri òî÷êè Mi ñêëàäûâàåòñÿ èç ïåðåìåùåíèÿ dR âìåñòå
ñ òî÷êîé è ïåðåìåùåíèÿ dϕ × roi îòíîñèòåëüíî òî÷êè O ïðè ïî-
âîðîòå íà áåñêîíå÷íî ìàëûé óãîë dϕ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó O:

dri = dR + dϕ× roi .

Çäåñü ââåäåí âåêòîð áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïîâîðîòà dϕ, àáñîëþòíàÿ
âåëè÷èíà êîòîðîãî ðàâíà óãëó ïîâîðîòà dϕ, à íàïðàâëåíèå ñîâïàäàåò
ñ îñüþ ïîâîðîòà (íàïðàâëåíèå ïîâîðîòà îòâå÷àåò ïðàâèëó ïðàâîãî
âèíòà ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ dϕ).

Ðàçäåëèâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà âðåìÿ dt, â òå÷åíèå êîòîðîãî
ïðîèçîøëî ðàññìàòðèâàåìîå ïåðåìåùåíèå, è ââåäÿ óãëîâóþ ñêîðîñòü
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âðàùåíèÿ ω = dϕ/dt, ïîëó÷èì âàæíîå ñîîòíîøåíèå:

vi = Vo + ω × roi . (2.8.1)

Âåêòîð Vo åñòü ñêîðîñòü òî÷êè O, ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé â êà-
÷åñòâå íà÷àëà ïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà. Íàïðàâëåíèå âåêòîðà ω
(êàê è íàïðàâëåíèå âåêòîðà dϕ) ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì îñè âðà-
ùåíèÿ.

Ñîîòíîøåíèå (1) ïîêàçûâàåò, ÷òî â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ñêî-
ðîñòü vi ëþáîé òî÷êè òåëà (îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò) ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ñêîðîñòü äâèæåíèÿ
ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé òî÷êè è óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ òå-
ëà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó âûáðàííóþ
òî÷êó. Cëîæåíèå âåêòîðíûõ âåëè÷èí, åñòåñòâåííî, ïðîèçâîäèòñÿ
ïî ïðàâèëàì ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ.

Ñäåëàåì äâà çàìå÷àíèÿ.
1. Åñëè çíà÷åíèå dϕ/dt = ω = 0, òî vi = V◦, ò. å. ñêîðîñòè âñåõ

òî÷åê òåëà îäèíàêîâû. Òàêîå äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ ïîñòóïàòåëü-
íûì. Ïðè ïîñòóïàòåëüíîì äâèæåíèè îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé äâå ïðî-
èçâîëüíî âûáðàííûå òî÷êè òåëà, ïåðåìåùàåòñÿ ïàðàëëåëüíî ñàìîìó
ñåáå.

2. Åñëè V◦ = 0, òî äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ñâîäèòñÿ òîëüêî ê
îäíîìó âðàùåíèþ âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê çàâèñèò âåêòîð ω îò âûáîðà òî÷êè O.
Îòâåò äàåò ñëåäóþùàÿ

Ò å î ð å ì à . Âåêòîð ω íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè O.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîìèìî ðàññìîòðåííîé ðàíåå ïðîèçâîëüíî âûáðàí-
íîé òî÷êè O ðàññìîòðèì êàêóþ-ëèáî äðóãóþ òàêæå ïðîèçâîëüíî âû-
áðàííóþ òî÷êó O′. Ïóñòü ro è ro′ � ðàäèóñ-âåêòîðû, ïðîâåäåííûå ê
ïðîèçâîëüíîé òî÷êå M òåëà èç òî÷åê O è O′ ñîîòâåòñòâåííî. Îáî-
çíà÷èì âåêòîð, ïðîâåäåííûé èç òî÷êè O â òî÷êó O′ êàê a = ro− r′o.
Ñêîðîñòü v òî÷êè M , ñîãëàñíî (1), ìîæåò áûòü çàïèñàíà äâîÿêî:

v = Vo + ωo × ro = Vo′ + ωo′ × ro′.
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Íî, ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (1),
Vo′ = Vo + ωo × a. (2.8.2)

Òîãäà
Vo + ωo × ro = Vo + ωo × a + ωo′ × (ro − a).

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
ωo × (ro − a) = ωo′ × (ro − a) → ωo′ = ωo.

Ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé òî÷êè O′; òåîðåìà äî-
êàçàíà.

Óãëîâàÿ ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé âðàùàåòñÿ â êàæäûé äàííûé ìîìåíò
âðåìåíè æåñòêî ñâÿçàííàÿ ñ òåëîì ñèñòåìà êîîðäèíàò, îêàçûâàåò-
ñÿ ñîâåðøåííî íå çàâèñÿùåé îò ýòîé ñèñòåìû. Âñå òàêèå ñèñòåìû
âðàùàþòñÿ â ëþáîé äàííûé ìîìåíò âðåìåíè âîêðóã ïàðàëëåëüíûõ
äðóã äðóãó îñåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè íà÷àë îòñ÷åòà ýòèõ ñè-
ñòåì ñ îäèíàêîâîé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω.
Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî è äàåò ïðàâî íàçûâàòü ω óãëîâîé ñêîðîñòüþ
âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà êàê òàêîâîãî.

Îòìåòèì ñëåäóþùåå. Èç ñîîòíîøåíèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî åñëè Vo è
ωo (â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè) âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî âåê-
òîð ñêîðîñòè ëþáîé òî÷êè òåëà (â òîò æå ìîìåíò âðåìåíè) áóäåò
ñóììîé äâóõ âåêòîðîâ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðó ωo è, ñëåäîâàòåëüíî,
òàêæå îðòîãîíàëåí âåêòîðó ωo. Ïðîèçâîëüíûé âûáîð òî÷êè O îçíà-
÷àåò, ÷òî åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè âåêòîð ωo îðòîãîíàëåí
âåêòîðó ñêîðîñòè êàêîé-ëèáî òî÷êè òåëà, òî îí (â òîò æå ìîìåíò
âðåìåíè) áóäåò îðòîãîíàëåí âåêòîðàì ñêîðîñòåé âñåõ îñòàëüíûõ òî-
÷åê òåëà. Â äàííîì ñëó÷àå ñêîðîñòè vi âñåõ òî÷åê òåëà áóäóò ëåæàòü
â ïëîñêîñòÿõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ âåêòîðó ω. Ïðè ýòîì âñåãäà ìîæ-
íî âûáðàòü òàêîå íà÷àëî O′ (îíî ìîæåò íàõîäèòüñÿ è âíå ïðåäåëîâ
òåëà), ñêîðîñòü Vo′ êîòîðîãî ðàâíà (â äàííûé ìîìåíò) íóëþ, òàê ÷òî
äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà áóäåò ïðåäñòàâëåíî êàê ÷èñòîå âðàùåíèå âî-
êðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó O′. Ýòó îñü íàçûâàþò ìãíîâåííîé
îñüþ âðàùåíèÿ òåëà.
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Ïðè ðåøåíèè êèíåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ âîïðîñ, êàêóþ òî÷êó óäîáíåå
âçÿòü çà íà÷àëî (O) ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ðåøàåòñÿ èñõî-
äÿ èç óñëîâèé çàäà÷è. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äèíàìèêè îïðåäåëåííûå
óäîáñòâà ïîÿâëÿþòñÿ ïðè ñîâìåùåíèè òî÷êè íà÷àëà ïîäâèæíîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò ñ öåíòðîì èíåðöèè òåëà. Ïðè òàêîì âûáîðå òî÷êè
íà÷àëà ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò åå ñêîðîñòü â íåïîäâèæíîé
ñèñòåìå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (2.4.4):

mV̇c = F =
∑

i

Fi,

ãäå F � ñóììà âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òåëî.
Åùå òðîéêà óðàâíåíèé îïðåäåëèòñÿ ñîîòíîøåíèåì (2.5.4):

dLñ
dt

= Nñ ,

ãäå ìîìåíòû èìïóëüñà òåëà è âíåøíèõ ñèë ðàññìàòðèâàþòñÿ îòíî-
ñèòåëüíî öåíòðà èíåðöèè òåëà.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ýòè äâà âåêòîðíûõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿþò
íåîáõîäèìóþ øåñòåðêó íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òâåðäî-
ãî òåëà.

Â ñîîòâåòñòâèè c òåîðåìîé Êåíèãà (ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé
(2.7.4)), ñïðàâåäëèâîé äëÿ ñèñòåìû ÷àñòèö îáùåãî âèäà, êèíåòè÷å-
ñêàÿ ýíåðãèÿ òâåðäîãî òåëà â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå ðàâíà

K =
mV 2

c

2
+

1

2

∑

i

mi(ω × ri)
2, (m =

∑

i

mi). (2.8.3)

Åñëè æå öåíòð ïîäâèæíîé ñèñòåìû âûáðàí íå â öåíòðå èíåðöèè, òî
â âûðàæåíèè (3) ïîÿâÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû.

Â äàëüíåéøåì òâåðäîå òåëî áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê äèñêðåòíóþ
ñîâîêóïíîñòü ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ÷òî íåñêîëüêî óïðîùàåò âûêëàä-
êè. Ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî â ìåõàíèêå òâåðäûå òåëà îáû÷íî
ðàññìàòðèâàþò êàê ñïëîøíûå, íå èíòåðåñóÿñü èõ âíóòðåííåé ñòðóê-
òóðîé. Ïåðåõîä îò ôîðìóë ñ ñóììèðîâàíèåì ïî äèñêðåòíûì òî÷êàì
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ê ôîðìóëàì äëÿ ñïëîøíîãî òåëà îñóùåñòâëÿåòñÿ çàìåíîé ìàññ ÷à-
ñòèö íà ìàññó ρdV , çàêëþ÷åííóþ â ýëåìåíòå îáúåìà dV (ρ �
ïëîòíîñòü ìàññû), è èíòåãðèðîâàíèåì ïî âñåìó îáúåìó òåëà.

Âðàùåíèå òâåðäîãî òåëà ïðè íàëè÷èè ïîñòóïàòåëüíî
äâèæóùèõñÿ îñåé.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà äîñòàòî÷íî ïðîñòîé ñëó÷àé äâèæåíèÿ òâåð-
äîãî òåëà � âðàùåíèå âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè (îñü çàêðåïëåíà). Ïðè
ýòîì âñå òî÷êè òåëà äâèæóòñÿ ïî îêðóæíîñòÿì ñ öåíòðàìè íà îñè
âðàùåíèÿ, ðàäèóñû êîòîðûõ ðàâíû ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè äî îñè âðà-
ùåíèÿ, à ïëîñêîñòè îêðóæíîñòåé ïåðïåíäèêóëÿðíû îñè âðàùåíèÿ.
Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âðàùåíèÿ

K =
∑

i

miv
2
i

2
=

ω2

2

∑

i

miρ
2
i ,

ãäå ρi � ðàññòîÿíèå îò i-é òî÷êè äî îñè. Ñóììà, âõîäÿùàÿ â äàííîå
âûðàæåíèå, íîñèò íàçâàíèå ìîìåíòà èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî
âûáðàííîé îñè è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç I:

I =
∑

i

miρ
2
i . (2.8.4)

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âðàùåíèÿ ïðè ýòîì

K =
1

2
Iω2 . (2.8.5)

Îáîçíà÷èì îñü âðàùåíèÿ ÷åðåç u. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî òî÷êó íà
îñè. Ìîìåíò èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé òî÷êè

L =
∑

(ri ×mivi) ,

ãäå ri � ðàäèóñ-âåêòîð i-é ÷àñòèöû ñ íà÷àëîì â âûáðàííîé òî÷êå.
Èçìåíåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

dL

dt
= N .
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Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâåíñòâî âåêòîðîâ, ò. å.
ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðîåêöèé ýòèõ âåêòîðîâ íà ëþáóþ îñü.
Ñïðîåöèðóåì ýòî óðàâíåíèå íà îñü u. Âåëè÷èíà ïðîåêöèè ìîìåíòà
èìïóëüñà íà îñü âðàùåíèÿ (Lu), êàê è ïðîåêöèÿ ìîìåíòà ñèë (Nu) íà
ýòó îñü, íå çàâèñÿò îò ïîëîæåíèÿ âûáðàííîé íà îñè òî÷êè (ïîêà-
æèòå ýòî) è íàçûâàþòñÿ ìîìåíòîì èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî îñè
è ìîìåíòîì ñèëû îòíîñèòåëüíî îñè ñîîòâåòñòâåííî. Ìîìåíò
èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî îñè

Lu =
∑

i

miviρi = ω
∑

i

miρ
2
i ,

èëè
Lu = Iuω . (2.8.6)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âðàùåíèÿ
òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè:

Iuω̇ = Iuϕ̈ = Nu . (2.8.7)

Çäåñü ϕ � óãîë ïîâîðîòà âîêðóã îñè u. Åñëè èçâåñòíû çàâèñèìîñòü
ìîìåíòà âíåøíèõ ñèë îòíîñèòåëüíî îñè u (Nu) îò âðåìåíè (ëèáî îò
ϕ, ëèáî îò ω) è íà÷àëüíûå äàííûå, òî ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (7) ïîçâîëèò íàéòè ϕ êàê ôóíêöèþ âðåìåíè.
Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå èíäåêñîì u ïîä÷åðêíóòî, ÷òî ìîìåíò èíåð-
öèè è ìîìåíò ñèëû âû÷èñëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ u.

Åñëè îñü âðàùåíèÿ íå íåïîäâèæíà, à äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëü-
íî, òî, ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (2.8.3), êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà áóäåò
ñêëàäûâàòüñÿ èç êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè åãî ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæå-
íèÿ êàê öåëîãî è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âðàùåíèÿ:

K =
1

2
mV 2

c +
1

2
Icω

2 , (2.8.8)

ãäå Vc � ñêîðîñòü öåíòðà èíåðöèè è Ic � ìîìåíò èíåðöèè òåëà îòíî-
ñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð èíåðöèè.

Ïðè ïîñòóïàòåëüíîì äâèæåíèè îñ�è âðàùåíèÿ îñòàíåòñÿ ñïðà-
âåäëèâûì óðàâíåíèå (7) äëÿ èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà îòíî-
ñèòåëüíî îñè. Ýòî ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî óðàâíåíèå (2.5.4) ïåðåõîäèò â
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óðàâíåíèå (2.5.2), êîãäà ñêîðîñòü äâèæóùåãîñÿ íà÷àëà A ïàðàëëåëü-
íà ñêîðîñòè öåíòðà èíåðöèè. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû
è äëÿ äâèæóùèõñÿ îñåé, êîãäà îñü äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî. Íåò
íåîáõîäèìîñòè ôîðìóëèðîâàòü ýòîò ðåçóëüòàò îòäåëüíî, òàê
êàê óðàâíåíèå ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî îñè ïîëó÷àåòñÿ+ èç ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî òî÷êè
è ïðîåöèðîâàíèÿ ïîñëåäíåãî íà ýòó îñü.

Äëÿ âðàùåíèÿ âîêðóã ìãíîâåííîé îñè ñîîòâåòñòâåííî èìååì

Lω = Iωω K =
1

2
Iωω2 ,

ãäå Iω , Lω � ìîìåíò èíåðöèè è ìîìåíò èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî ìãíî-
âåííîé îñè ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè îïðåäåëåíèè ìîìåíòîâ èíåðöèè îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ
îñåé ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé

Ò å î ð å ì à (Ãþéãåíñà � Øòåéíåðà). Ìîìåíò èíåðöèè òåëà
Ic′ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé îñè c′ ðàâåí ìîìåíòó èíåðöèè
òåëà Ic îòíîñèòåëüíî îñè c , ïàðàëëåëüíîé c′ è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
öåíòð èíåðöèè òåëà, ïëþñ ïðîèçâåäåíèå ìàññû òåëà íà êâàäðàò
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îñÿìè, ò. å.

Ic′ = Ic + md2 , (2.8.9)

ãäå d � ðàññòîÿíèå ìåæäó îñÿìè c è c′. (Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäîñòàâ-
ëÿåòñÿ ñòóäåíòàì.)
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ËÅÊÖÈß 7
3.2 . Äâèæåíèå â öåíòðàëüíîì ïîëå

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(r); òàêîå
ïîëå íàçûâàþò öåíòðàëüíûì. Â ýòîì ñëó÷àå ñèëà

F = −∂U(r)

∂r
= −dU

dr
· r
r

,

äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó, çàâèñèò òîëüêî îò r è íàïðàâëåíà âäîëü
ðàäèóñ-âåêòîðà, ñîåäèíÿþùåãî öåíòð ïîëÿ ñ ÷àñòèöåé. Òàê êàê öåí-
òðàëüíîå ïîëå ñèë ïîòåíöèàëüíî è ìîìåíò ñèë îòíîñèòåëüíî öåíòðà
ðàâåí íóëþ, òî äëÿ ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå, áó-
äóò ñîõðàíÿòüñÿ ìîìåíò èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ïîëÿ è
ïîëíàÿ ýíåðãèÿ. Àíàëèç äâèæåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé âûäåëåíèå èç âñåâîçìîæíûõ âèäîâ äâèæåíèÿ òåõ, êîòîðûå íå
ïðîòèâîðå÷àò ýòèì äâóì çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ. Ñîõðàíåíèå ìîìåíòà
èìïóëüñà (L) îçíà÷àåò, ÷òî äâèæåíèå ÷àñòèöû áóäåò öåëèêîì ëå-
æàòü â îäíîé ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó äëÿ àíàëèçà åñòåñòâåííî è óäîá-
íî âûáðàòü ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå ïîëÿ.
Ñîõðàíåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà âûðàçèòñÿ ñîîòíîøåíèåì

L = mr2ϕ̇ = const. (3.1.1)

Çàìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà (1) ñëåäóåò çíàêîïîñòîÿíñòâî ϕ̇, à ýòî
èñêëþ÷àåò äâèæåíèÿ ÷àñòèöû, ïðè êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ ìîíîòîí-
íîñòü èçìåíåíèÿ óãëà ϕ ñî âðåìåíåì. Óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

E =
m

2
(ṙ2 + r2ϕ̇2) + U(r) =

mṙ2

2
+ U∗(r) = const, (3.1.2)

ãäå âûðàæåíèå U∗(r) = L2/(2mr2) + U(r) èíîãäà íàçûâàþò "ýô-
ôåêòèâíîé"ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé. Ýôôåêòèâíàÿ ýíåðãèÿ, êàê è
"èñòèííàÿ" ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, çàâèñèò òîëüêî îò | r |. Ðàçðå-
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øàÿ óðàâíåíèå (2) îòíîñèòåëüíî ṙ:

ṙ ≡ dr

dt
=

√√√√ 2

m
[E − U∗(r)] , (3.1.3)

è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì:

t =
∫ dr√

2
m [E − U∗(r)]

+ const. (3.1.4)

Çàïèñàâ ðàâåíñòâî (1) â âèäå

dϕ = Ldt/(mr2),

ïîäñòàâèâ dt èç óðàâíåíèÿ (3) è ïðîèíòåãðèðîâàâ, ïîëó÷èì:

ϕ =
∫ Ldr

r2
√

2m[E − U∗(r)]
+ const. (3.1.5)

Ôîðìóëû (4)�(5) ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ E, L è U(r) â îáùåì
ñëó÷àå ðåøàþò ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, îïðåäåëÿÿ òðàåêòîðèþ (ϕ =
ϕ(r)) è ðàññòîÿíèå îò öåíòðà r êàê íåÿâíóþ ôóíêöèþ âðåìåíè.

Çíà÷åíèÿ r, ïðè êîòîðûõ

E = U∗(r), (3.1.6)

îïðåäåëÿþò ãðàíèöû äâèæåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ṙ = 0, ÷òî, îäíàêî,
íå îçíà÷àåò îñòàíîâêè äâèæåíèÿ, òàê êàê ϕ̇ 6= 0. Ðàâåíñòâî ṙ = 0
è, êàê ñëåäñòâèå, ñîîòíîøåíèå (6) îïðåäåëÿþò òî÷êè, â êîòîðûõ r

èìååò ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå (íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå óäàëåíèå
òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ îò öåíòðà ïîëÿ). Ïðè çàäàííîé çàâèñèìîñòè
U(r) íàõîæäåíèå òàêèõ òî÷åê ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ àëãåáðàè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ (6).

Åñëè îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé r îãðàíè÷åíà ëèøü óñëîâèåì
r ≥ rmin, òî äâèæåíèå ÷àñòèöû, íà÷èíàÿñü íà áåñêîíå÷íîñòè, äîñòè-
ãàåò "òî÷êè ïîâîðîòà" ïðè r = rmin è óõîäèò äàëåå íà áåñêîíå÷íîñòü
(òàêîå äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ èíôèíèòíûì).
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Åñëè æå îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé r îãðàíè÷åíà óñëîâèÿìè
rmin ≤ r ≤ rmax, òî äâèæåíèå áóäåò ôèíèòíûì � öåëèêîì ëåæàòü â
êîëüöå, îãðàíè÷åííîì ðàäèóñàìè rmin è rmax.

Â òî÷êå ïîâîðîòà òðàåêòîðèè çíà÷åíèå ṙ, à ñëåäîâàòåëüíî, è êâàä-
ðàòíûé êîðåíü â óðàâíåíèè (3) (à âìåñòå ñ íèì è ïîäûíòåãðàëüíûå
âûðàæåíèÿ â ðàâåíñòâàõ (4) è (5)) ìåíÿþò çíàê. Åñëè îòñ÷èòûâàòü
óãîë ϕ îò íàïðàâëåíèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà, ïðîâåäåííîãî â òî÷êó ïîâî-
ðîòà, òî ïðèìûêàþùèå ñ äâóõ ñòîðîí ê ýòîé òî÷êå îòðåçêè òðàåêòî-
ðèè áóäóò ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ðàäèóñ-âåêòîðà òî÷êè ïîâî-
ðîòà, îòëè÷àÿñü ëèøü çíàêîì ϕ ïðè êàæäûõ îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ
r. Ýòî îòíîñèòñÿ êàê ê ôèíèòíûì, òàê è ê èíôèíèòíûì äâèæåíèÿì;
òðàåêòîðèè â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñîñòîÿò èç äâóõ âåòâåé ñèììåòðè÷íûõ
îòíîñèòåëüíî ðàäèóñ-âåêòîðà, ïðîâåäåííîãî â òî÷êó rmin.

Ôèíèòíîñòü òðàåêòîðèè åùå íå îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ çàìêíó-
òà. Â îáùåì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿ ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ íåçàìêíóòà.
Âñå ôèíèòíûå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ áóäóò çàìêíóòû ëèøü â öåí-
òðàëüíûõ ïîëÿõ, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ êîòîðûõ ∼ −1/r èëè ∼ r2.
Ïåðâûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ â òàê íàçûâàåìûõ êóëî-
íîâñêèõ ïîëÿõ, à âòîðîé � òàê íàçûâàåìîìó èçîòðîïíîìó ïðîñòðàí-
ñòâåííîìó îñöèëëÿòîðó.

"Çàäà÷à äâóõ òåë". Ðàññìîòðèì êàêóþ-ëèáî çàìêíóòóþ ñè-
ñòåìó èç äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
âçàèìîäåéñòâèÿ êîòîðûõ çàâèñèò ëèøü îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè
r = |r1 − r2|:

U = U(| r1 − r2 |) = U(r),
∂U(r)

∂r1
= −∂U(r)

∂r2
.

×ðåçâû÷àéíî âàæíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ äâèæåíèÿ äâóõ òàêèì îá-
ðàçîì âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, ïîëó÷èâøàÿ íàçâàíèå "çàäà÷è
äâóõ òåë", äîïóñêàåò ðåøåíèå â îáùåì âèäå.

Âûïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êàæäîé èç ÷àñòèö:

m1r̈1 = −∂U(r)/ ∂r1, m2r̈2 = −∂U(r)/ ∂r2. (3.1.7)

55



Ðåøåíèå ñèñòåìû (7) ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ, åñëè ïåðåéòè ê íî-
âûì ïåðåìåííûì:

r = r1 − r2 è R =
m1r1 + m2r2

m1 + m2
. (3.1.8)

Ïåðåìåííàÿ R ÿâëÿåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì öåíòðà èíåðöèè ÷àñòèö,
| r | � ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè.

Âûðàçèì èñõîäíûå ïåðåìåííûå r1 è r2 ÷åðåç íîâûå ïåðåìåííûå r
è R. Èç ñîîòíîøåíèé (8) íàõîäèì

r1 =
m2

m1 + m2
r + R, r2 = − m1

m1 + m2
r + R. (3.1.9)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â ðàâåíñòâà (7) è ñêëàäûâàÿ ïîñëåäíèå,
ïîëó÷àåì

(m1 + m2)R̈ = 0, → Ṙ = const .

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, öåíòð èíåðöèè äâóõ âçàèìîäåéñòâó-
þùèõ ÷àñòèö äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé (âîçìîæíî, è íóëåâîé) ñêî-
ðîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Âû÷èòàÿ òåïåðü èç
ïåðâîãî ðàâåíñòâà (7) âòîðîå, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (9), ïîëó÷àåì

µr̈ = −∂U(r)

∂r
, (3.1.10)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå µ = m1m2

m1+m2
. Âåëè÷èíà µ íàçûâàåòñÿ ïðè-

âåäåííîé ìàññîé. Êàêîãî-ëèáî ñóùåñòâåííîãî ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà
ýòà âåëè÷èíà íå èìååò, åå íàäî ðàññìàòðèâàòü êàê öåëåñîîáðàçíîå
îáîçíà÷åíèå ïðè ìàòåìàòè÷åñêèõ âûêëàäêàõ.

Åñëè ïîëó÷åíî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è r = r(t), òî òðàåêòîðèè äâè-
æåíèÿ êàæäîé èç ÷àñòèö è èõ ñêîðîñòè îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíî-
øåíèé (9). Åñëè â êà÷åñòâå íà÷àëà ñèñòåìû îòñ÷åòà âûáðàòü öåíòð
èíåðöèè ÷àñòèö, òî òîãäà

r1 =
m2

m1 + m2
r, r2 = − m1

m1 + m2
r . (3.1.11)
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Äðóãîé ïîäõîä. Ââåäåì òå æå íîâûå ïåðåìåííûå r è R, è ñðàçó ïîìåñòèì íà÷àëî
êîîðäèíàò â öåíòð èíåðöèè. Òîãäà

R = 0 è r1 =
m2

m1 + m2
r, r2 = − m1

m1 + m2
r, U = U(r). (3.1.12)

Â öåíòðàëüíîì ïîëå ýíåðãèÿ è ìîìåíò èìïóëüñà ñèñòåìû ñîõðàíÿþòñÿ:

E =
1
2
m1ṙ2

1 +
1
2
m2ṙ2

2 + U(r) = const è L = r1 ×m1ṙ1 + r2 ×m2ṙ2 = const. (3.1.13)

Èëè, èñïîëüçóÿ (12),

E =
1
2
µṙ2 + U(r) → E =

1
2
µ(ṙ2 + r2ϕ̇2) + U(r) è L = r× µṙ → L = µr2ϕ̇. (3.1.14)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î äâèæåíèè äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ
÷àñòèö ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ðàññìîòðåííîé íàìè çàäà÷è î äâè-
æåíèè îäíîé ÷àñòèöû ñ ìàññîé, ðàâíîé ïðèâåäåííîé ìàññå µ, â
öåíòðàëüíîì ïîëå U(r).

3.3 . Äâèæåíèå â êóëîíîâñêèõ ïîëÿõ
(çàäà÷à Êåïëåðà)

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé, íî î÷åíü âàæíûé ñëó÷àé äâèæåíèÿ â öåí-
òðàëüíûõ ïîëÿõ, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ êîòîðûõ ∼ 1/r.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïîëÿ ïðèòÿæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ

U(r) = −α

r
, α > 0 . (3.2.1)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì â êîíöå ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà,
òðàåêòîðèè ôèíèòíûõ äâèæåíèé â òàêèõ ïîëÿõ áóäóò çàìêíóòû.

Â ýòîì ñëó÷àå ýôôåêòèâíàÿ ýíåðãèÿ

U∗(r) = −α

r
+

L2

2mr2 . (3.2.2)

Óðàâíåíèå (3.1.6), îïðåäåëÿþùåå ãðàíèöû äâèæåíèÿ, ïðèìåò âèä

E = U∗(r) = −α

r
+

L2

2mr2 , → r1,2 = − α

2E


1±

√√√√1 +
2EL2

mα2


 .

(3.2.3)
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Àíàëèç ýòîãî ðåøåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè çíà÷åíèÿõ ïîëíîé ýíåð-
ãèè E ≥ 0 äâèæåíèå áóäåò èíôèíèòíûì (óðàâíåíèå (3) èìååò
ëèøü îäèí íåîòðèöàòåëüíûé êîðåíü).

Ôèíèòíîñòü äâèæåíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì E < 0. Ïðè
äàííîì óñëîâèè óðàâíåíèå (3) èìååò äâà íåîòðèöàòåëüíûõ êîíå÷íûõ
êîðíÿ, åñëè U∗min < E. Ñëó÷àé E = U∗min ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ
r1,2 = −α/2E, → ṙ = 0; ïðè ýòîì òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ áóäåò
ïðåäñòàâëÿòü îêðóæíîñòü ðàäèóñà r = −α/2E = L2/mα.

Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (3.1.5) âûðàæåíèå äëÿ U∗(r) èç âûðàæåíèÿ
(2) è ïðîèíòåãðèðîâàâ, ïîëó÷àåì

ϕ = arccos
L2

mαr − 1
√

1 + 2EL2

mα2

+ const . (3.2.4)

Òàê êàê çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé â âûðàæåíèè (4) îïðåäåëÿåòñÿ âûáî-
ðîì íà÷àëà îòñ÷åòà óãëà ϕ, òî, ïîëîæèâ const = 0, óðàâíåíèå òðà-
åêòîðèè ïðåäñòàâèì â âèäå

r =
p

1 + e cos ϕ
, (3.2.5)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

p =
L2

mα
, e =

√√√√1 +
2EL2

mα2 . (3.2.6)

Ïðèíÿòûé âûøå âûáîð êîíñòàíòû îïðåäåëÿåò íà÷àëî îòñ÷åòà óã-
ëà ϕ îò íàïðàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ìèíèìàëüíîìó ðàäèóñ-âåê-
òîðó ÷àñòèöû, ò. å. çíà÷åíèþ ϕ = 0 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå r = rmin

(òàê íàçûâàåìûé ïåðèãåëèé îðáèòû).
Óðàâíåíèå (5) � óðàâíåíèå êîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ ñ ôîêóñîì â íà÷à-

ëå êîîðäèíàò; p è e íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðîì è ýêñöåíòðèñèòåòîì
îðáèòû ñîîòâåòñòâåííî. Â ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å äâóõ òåë, ýíåðãèÿ
âçàèìîäåéñòâèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì òèïà (1), îðáèòà
êàæäîé ÷àñòèöû òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíè÷åñêèì ñå÷åíèåì ñ ôîêóñîì â
öåíòðå èíåðöèè ÷àñòèö.
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Ïðè E < 0 çíà÷åíèå ýêñöåíòðèñèòåòà e < 1 è, êàê îòìå÷åíî âû-
øå, äâèæåíèå ôèíèòíî. Òðàåêòîðèÿ ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ � ýëëèïñ,
áîëüøàÿ è ìàëàÿ ïîëóîñè êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

a =
p

1− e2 =
α

2 | E | , b =
p√

1− e2
=

L√
2m | E | . (3.2.7)

Åñëè ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû (L) ñîõðàíÿåòñÿ, òî åå ñåêòî-
ðèàëüíàÿ ñêîðîñòü (f) ïîñòîÿííà è L = 2mf . Îòñþäà 2mS = TL,
ãäå T � âðåìÿ ïîëíîãî îáðàùåíèÿ ïî îðáèòå, à S = πab � ïëîùàäü
ýëëèïñà. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (7), ïîëó÷àåì äëÿ ïåðèîäà ïîëíîãî
îáðàùåíèÿ (òðåòèé çàêîí Êåïëåðà)

T = 2πa3/2
√

m

α
= πα

√√√√ m

2 | E |3 . (3.2.8)

Äëÿ ëó÷øåãî óÿñíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ðàññìîòðèì ñíà-
÷àëà ÷àñòíûé ñëó÷àé äâèæåíèÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå. Âñå âåëè÷èíû,
îòíîñÿùèåñÿ ê äâèæåíèþ ïî êðóãîâîé îðáèòå, áóäåì îòìå÷àòü íèæ-
íèì èíäåêñîì íîëü. Â ýòîì ñëó÷àå ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû e = 0, à
ðàäèóñ îðáèòû r◦ = p = L2/mα. Çíà÷åíèå ïîëíîé ýíåðãèè ñîâïàäàåò
ñî çíà÷åíèåì ýôôåêòèâíîé ýíåðãèè, ò. å.

E◦ = −α2m

2L2 = − α

2r◦
=

1

2
U(r◦) .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû íà êðóãîâîé îðáèòå ðàâ-
íà ïîëîâèíå åå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Îòñþäà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-
ãèÿ E◦k = mv2

◦/2 = −U(r◦)/2. Îáîáùàÿ, çàïèøåì äëÿ êðóãîâîé
îðáèòû

E◦ = −E◦k =
1

2
U(r◦). (3.2.9)

Ïðåäñòàâèì, ÷òî ñêîðîñòü íåêîòîðîãî òåëà, âðàùàþùåãîñÿ íà
êðóãîâîé îðáèòå, â íåêîòîðîé òî÷êå A "ìãíîâåííî" èçìåíèëàñü äî
çíà÷åíèÿ v = βv◦. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ òåëà ïðè ýòîì, ñ ó÷åòîì ñîîòíî-
øåíèé (9), ïðèìåò çíà÷åíèå

E =
mv2

2
− α

r◦
=

m(βv◦)2

2
− α

r◦
= −E◦β2+2E◦ = E◦(2−β2). (3.2.10)
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Ïðè |β| <
√

2 ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è E◦,
ò. å. áóäåò îòðèöàòåëüíà. Âñå âîçìîæíûå òðàåêòîðèè òåëà ïðè ýòîì
áóäóò ôèíèòíû è ïðåäñòàâëÿòü èç ñåáÿ ñåìåéñòâî ýëëèïñîâ, ïðîõî-
äÿùèõ ÷åðåç òî÷êó A è èìåþùèõ îäèí èç ôîêóñîâ â öåíòðå êðóãîâîé
îðáèòû. Áîëüøèå ïîëóîñè (a) òàêèõ îðáèò, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì
(7), áóäóò èìåòü çíà÷åíèÿ

a = a◦
|E◦|
|E| = a◦/(2− β2) = r◦/(2− β2). (3.2.11)

Ïðè |β| < 1 âñå òàêèå ýëëèïòè÷åñêèå îðáèòû áóäóò ëåæàòü âíóòðè
îêðóæíîñòè ðàäèóñà r◦, à ïðè 1 < |β| < √

2 � âíå ýòîé îêðóæíîñòè.
Ïðè β = ±√2 çíà÷åíèå E = 0 è òðàåêòîðèÿ îðáèòû áóäåò ïàðàáî-
ëîé; ïðè |β| > |√2| � ãèïåðáîëîé.

Â ïîëÿõ îòòàëêèâàíèÿ "ýôôåêòèâíàÿ" ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ

U∗ = α/r + L2/2mr2 (α > 0).

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ïðè ýòîì âñåãäà ïîëîæèòåëüíà (E > 0), è òðàåêòî-
ðèÿ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëîé. Âñå âûêëàäêè àíàëîãè÷íû ïðèâåäåííûì
âûøå. Óðàâíåíèå òðàåêòîðèè â ýòîì ñëó÷àå

r = p/(e · cos ϕ− 1),

ãäå ïàðàìåòðû p è e îïðåäåëÿþòñÿ ïðåæíèìè ôîðìóëàìè.
Ñîëíöå � öåíòðàëüíîå òåëî Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, ñîñðåäîòî÷èâøåå

99, 866 % åå ìàññû. Äâèæåíèå ïëàíåò ìîæíî â õîðîøåì ïðèáëèæå-
íèè ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò èõ ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ñ Ñîëíöåì, ïðåíåáðåãàÿ âçàèìîäåéñòâèåì ñ äðóãèìè íåáåñíû-
ìè òåëàìè, ò. å. ñâîäÿ òàêèì îáðàçîì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ îòíîñè-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ ïëàíåòû è Ñîëíöà ê "çàäà÷å äâóõ òåë".

Ê çàäà÷å äâóõ òåë ñâîäèòñÿ òàêæå ñëó÷àé, êîãäà ðàññòîÿíèå, íà
êîòîðîì íàõîäÿòñÿ â ëþáîé ìîìåíò ãðàâèòàöèîííî âçàèìîäåéñòâó-
þùèå òåëà, òàêîâî, ÷òî âëèÿíèåì âñåõ ïðî÷èõ èñòî÷íèêîâ ãðàâèòà-
öèè íà èõ îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (ïëàíåòû è
èõ ñïóòíèêè, äâîéíûå çâåçäû).
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Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î äâèæåíèè ïëàíåò îòíîñèòåëüíî Ñîëíöà
è â ðÿäå ñëó÷àåâ çàäà÷à î äâèæåíèè äâóõ íåáåñíûõ òåë îòíîñèòåëü-
íî èõ öåíòðà èíåðöèè ïðåäñòàâëÿþò ÷àñòíûé ñëó÷àé "çàäà÷è äâóõ
òåë". Ïîñëåäíèé æå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î äâèæåíèè òåëà ñ ïðèâåäåí-
íîé ìàññîé µ = m1m2/(m1 + m2) â ïîëå öåíòðàëüíîé ñèëû F(r) =
− (α/r3) · r. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñå
ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè ðàññìîòðåíèè äâèæåíèé â êóëîíîâñêèõ
ïîëÿõ ïðèòÿæåíèÿ. Íàäî òîëüêî çàìåíèòü ìàññó íà ïðèâåäåííóþ
ìàññó è ïîëîæèòü α = γm1m2, ãäå γ = 6, 67 · 10−11 ì3/(êã·c2) �
ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òðàåêòîðèè êàæäîãî èç òåë ïðè ýòîì
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (3.1.11).

Îòìåòèì â ñâÿçè ñ ýòèì ïîïðàâêó ê òðåòüåìó çàêîíó Êåïëåðà.
Îòíîøåíèå êâàäðàòîâ âðåìåí îáðàùåíèÿ äâóõ ïëàíåò (ìàññû m1 è
m2) â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì (8) âûðàæàåòñÿ êàê

T 2
1

T 2
2

=
a3

1

a3
2
· m2 + Ms

m1 + Ms
,

ãäå Ms � ìàññà Ñîëíöà. Ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü â òðåòüåì çàêîíå
Êåïëåðà îòñóòñòâóåò (îöåíèòå åãî âëèÿíèå).

Ïåðâàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü (v1k) � ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü, êî-
òîðóþ íàäî ñîîáùèòü òåëó äëÿ äâèæåíèÿ âîêðóã Çåìëè ïî êðóãîâîé
îðáèòå ñ ðàäèóñîì, ðàâíûì ðàäèóñó Çåìëè (Rç); ñîïðîòèâëåíèå âîç-
äóõà íå ó÷èòûâàåòñÿ. Èìååì:

γMçm
R2ç

=
mv2

1

Rç
= mg → v1k =

√
γMç/Rç =

√
gRç ≈ 8 êì/ñ.

Åñëè ñêîðîñòü òåëà, äâèãàþùåãîñÿ íà êðóãîâîé îêîëîçåìíîé îð-
áèòå ñ ïåðâîé êîñìè÷åñêîé ñêîðîñòüþ, óâåëè÷èòü â

√
2 ðàçà, òî, ñî-

ãëàñíî âûøåñêàçàííîìó, òåëî ïî ïàðàáîëè÷åñêîé òðàåêòîðèè ïîêè-
íåò ïðåäåëû çåìíîãî ïðèòÿæåíèÿ, ïðåâðàòèâøèñü â ñïóòíèê Ñîëí-
öà. Òàêèì îáðàçîì âòîðàÿ êîñìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü v2k = v1k

√
2 ≈

11, 2 êì/ñ.
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ËÅÊÖÈß 8
3.4 . Ðàñïàäû è ñòîëêíîâåíèÿ

1. Ðàñïàä ÷àñòèö. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ, ïðåäñòàâëÿþùèé ñî-
áîé ñàìîïðîèçâîëüíûé (ò. å. áåç âîçäåéñòâèÿ âíåøíèõ ñèë) ðàñïàä
÷àñòèöû íà ÷àñòèöû, äâèæóùèåñÿ ïîñëå ðàñïàäà íåçàâèñèìî äðóã
îò äðóãà.

Ïðè ðàñïàäå ïîêîèâøåãîñÿ ñëîæíîãî òåëà íà íåñêîëüêî áîëåå ïðî-
ñòûõ òåë ñïðàâåäëèâû çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Eâí =
∑

i

(Eâíi +
1

2
miv

2
i ),

∑

i

mivi = 0. (3.3.1)

Çäåñü Eâí � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ òåëà, çàâèñÿùàÿ îò åãî âíóòðåí-
íåãî ñîñòîÿíèÿ; ýòî ñóììà ìåæìîëåêóëÿðíûõ è âíóòðèìîëåêóëÿð-
íûõ ýíåðãèé âçàèìîäåéñòâèÿ è ýíåðãèè òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ìîëå-
êóë. Òàê ÷òî ðàñïàä âîçìîæåí ëèøü ïðè

∆E = Eâí −
∑

i

Eâíi > 0. (3.3.2)

Åñëè ïîêîèâøàÿñÿ ÷àñòèöà ðàñïàäàåòñÿ íà äâå, òî â ñèëó ñîõðà-
íåíèÿ èìïóëüñà ÷àñòèöû ðàçëåòàþòñÿ ñ ðàâíûìè è ïðîòèâîïîëîæíî
íàïðàâëåííûìè èìïóëüñàìè (èõ àáñîëþòíîå çíà÷åíèå îáîçíà÷èì p◦).
Èñïîëüçóÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ïîëó÷èì:

∆E = Eâí − (Eâí1 + Eâí2) =
p2
◦
2

(
1

m1
+

1

m2

)
=

p2
◦

2µ
, (3.3.3)

ãäå µ � ïðèâåäåííàÿ ìàññà ÷àñòèö ðàñïàäà. Óðàâíåíèå (3) îïðåäå-
ëÿåò çíà÷åíèå èìïóëüñà îáåèõ ÷àñòèö ðàñïàäà è èõ ñêîðîñòè v◦1 =
p◦/m1, v◦2 = p◦/m2.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èçâåñòíî, íà êàêèå äâå ÷àñòèöû ðàñïàäàåò-
ñÿ èñõîäíàÿ (òî÷íåå, åñëè èçâåñòíû âíóòðåííèå ýíåðãèè èñõîäíîé
÷àñòèöû è äâóõ ÷àñòèö, íà êîòîðûå îíà ðàñïàäàåòñÿ), òî ìîæíî óêà-
çàòü ñêîðîñòè ÷àñòèö ðàñïàäà v◦1 è v◦2 â òîé ñèñòåìå, â êîòîðîé
ïîêîèëàñü èñõîäíàÿ ÷àñòèöà.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó îòñ÷åòà, â êîòîðîé ÷àñòèöà äî ðàñ-
ïàäà èìååò ñêîðîñòü V. Òàêóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà îáû÷íî íàçûâàþò
ëàáîðàòîðíîé (ë-ñèñòåìîé) â îòëè÷èå îò ñèñòåìû öåíòðà èíåðöèè
(ö-ñèñòåìû), â êîòîðîé ïîëíûé èìïóëüñ ðàâåí íóëþ. Ðàññìîòðèì
îäíó èç ÷àñòèö ðàñïàäà. Ïóñòü v è v◦ � ñêîðîñòè ýòîé ÷àñòèöû ñî-
îòâåòñòâåííî â ë- è ö-ñèñòåìå. Èç ðàâåíñòâà v = V + v◦ ïîëó÷àåì:

v2 + V 2 − 2vV cos θ = v2
◦, (3.3.4)

ãäå θ � óãîë âûëåòà ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè V;
v, V, v◦ � ìîäóëè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñêîðîñòåé, âåëè÷èíû ñóãóáî ïî-
ëîæèòåëüíûå. Ýòèì óðàâíåíèåì îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè
÷àñòèöû ðàñïàäà îò íàïðàâëåíèÿ åå âûëåòà â ë-ñèñòåìå; ðàçðåøàÿ
åãî, ïîëó÷àåì:

v = V cos θ±
√

V 2cos θ2 + v2◦ − V 2 = V cos θ±
√

v2◦ − V 2sin θ2. (3.3.5)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (5) ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå V < v◦ çíà÷åíèÿì v > 0
ñîîòâåòñòâóåò çíàê ïëþñ, ò. å. â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì îäíîçíà÷íóþ
çàâèñèìîñòü ìåæäó óãëîì âûëåòà ÷àñòèöû ( θ ) è åå ñêîðîñòüþ. Óãîë
âûëåòà ïðè ýòîì ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ.

Åñëè V > v◦, òî äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, êîãäà sin θ < sin θmax = v◦/V . Äðóãèìè ñëîâàìè, ñêî-
ðîñòü ÷àñòèöû ðàñïàäà â ýòîì ñëó÷àå âñåãäà íàïðàâëåíà âïåðåä è
ìîæåò íàõîäèòüñÿ ëèøü â êîíóñå ñ óãëîì ïðè âåðøèíå, ðàâíûì
2 arcsin (v◦/V ). Â ýòîì ñëó÷àå â ë-ñèñòåìå çàâèñèìîñòü ìåæäó óã-
ëîì âûëåòà ÷àñòèöû è åå ñêîðîñòüþ ñòàíîâèòñÿ íåîäíîçíà÷íîé: îä-
íîìó è òîìó æå çíà÷åíèþ óãëà θ ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü äâà ðàçíûõ
çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè v.

Óìíîæàÿ ñîîòíîøåíèå v = V + vo îäèí ðàç âåêòîðíî, à äðóãîé
ðàç ñêàëÿðíî íà V, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ:

v sin θ = v◦ sin θ◦, v cos θ = V + v◦ cos θ◦. (3.3.6)

Èñêëþ÷àÿ èç ñîîòíîøåíèé (6) çíà÷åíèÿ v (èëè v◦), ïîëó÷àåì ôîð-
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ìóëû äëÿ ñâÿçè ìåæäó óãëàìè θ è θ◦ â ë- è ö-ñèñòåìàõ:

tg θ = v◦ sin θ◦/(v◦ cos θ◦ + V ), tg θ◦ = v sin θ/(v cos θ − V ).
(3.3.7)

2. Óïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö. Ñòîëêíîâåíèÿ, ïðè êî-
òîðûõ òåëà ïîñëå íåêîòîðîãî ñáëèæåíèÿ ðàñõîäÿòñÿ áåç èçìåíåíèÿ
ñâîåãî âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ (à çíà÷èò, è âíóòðåííåé ýíåðãèè), íà-
çûâàþòñÿ óïðóãèìè ñòîëêíîâåíèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óïðóãîì
ñòîëêíîâåíèè ÷àñòèö ñïðàâåäëèâ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé
ýíåðãèè. Êðîìå òîãî, ïðè ëþáîì ñòîëêíîâåíèè ñâîáîäíûõ ÷àñòèö
ñïðàâåäëèâ çàêîí ñîõðàíåíèÿ èõ ïîëíîãî èìïóëüñà. Èñõîäÿ èç ýòèõ
çàêîíîâ, ðàññìîòðèì ñòîëêíîâåíèå äâóõ ÷àñòèö. Äàëåå øòðèõàìè
ïîìå÷åíû çíà÷åíèÿ âåëè÷èí ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé óïðóãîãî ñòîëêíîâåíèÿ, êîãäà îäíà èç ÷àñòèö
(ïóñòü ýòî ÷àñòèöà ñ ìàññîé m2) äî ñòîëêíîâåíèÿ ïîêîèòñÿ. Ýòî âñå-
ãäà ìîæíî ñäåëàòü, ïåðåéäÿ â ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ ñ ïîêîÿ-
ùåéñÿ ÷àñòèöåé. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ýíåðãèè çàïèøåì â
âèäå:

p1 = p′1 + p′2 è p2
1/(2m1) = p′1

2
/(2m1) + p′2

2
/(2m2), (3.3.8)

ãäå øòðèõàìè ïîìå÷åíû âåëè÷èíû ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ. Ïåðåïèñàâ
ïåðâîå èç óðàâíåíèé (8) â âèäå p1−p′2 = P′

1, âîçâåäÿ åãî â êâàäðàò
è èñïîëüçóÿ âòîðîå èç óðàâíåíèé (8), ïîëó÷èì

p′2 =
2 ·m2

m1 + m2
p1 · cos θ2, (3.3.9)

ãäå θ2 � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè p′2 è p1.
Èç ñîîòíîøåíèÿ (9) ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èìïóëü-

ñà (à ñëåäîâàòåëüíî è ýíåðãèè), êîòîðîå ïðè óïðóãîì ñòîëêíîâåíèè
ìîæåò áûòü ïåðåäàíî ïîêîÿùåéñÿ ÷àñòèöå ðàâíî

p′2max =
2 ·m2

m1 + m2
p1 → E ′

2max =
p′22max

2m2
=

4m1m2

(m1 + m2)2 E1.

(3.3.10)
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Àíàëîãè÷íî, èñêëþ÷àÿ p′2 èç ñîîòíîøåíèé (8), ïîëó÷èì äëÿ íàëå-
òàþùåé ÷àñòèöû çíà÷åíèå èìïóëüñà ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ â çàâèñè-
ìîñòè îò óãëà îòêëîíåíèÿ îò ïåðâîíà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ:

p′1 =
m1

m1 + m2


cos θ1 ±

√√√√
(
m2

m1

)2
− sin2 θ1


 · p1, (3.3.11)

ãäå θ1 � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè p′1 è p1.
Óïðóãîå ñòîëêíîâåíèå äâóõ ÷àñòèö ïðîùå âñåãî âûãëÿäèò â ö-

ñèñòåìå, òàê êàê â ñèëó óêàçàííûõ çàêîíîâ àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ èì-
ïóëüñîâ ÷àñòèö ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ íå èçìåíÿþòñÿ, ìåíÿþòñÿ ëèøü
íàïðàâëåíèÿ èõ äâèæåíèÿ.

Â ö-ñèñòåìå ðåçóëüòàò ñòîëêíîâåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïîâîðîòó ñêîðî-
ñòåé îáåèõ ÷àñòèö, îñòàþùèõñÿ âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíûìè è íåèç-
ìåííûìè ïî âåëè÷èíå:
p1◦ = −p2◦, p′1◦ = −p′2◦, | p1◦ |=| p2◦ |=| p′1◦ |=| p′2◦ | . (3.3.12)

Èñïîëüçóÿ èçëîæåííûé ïîäõîä, ðàññìîòðèì ëîáîâîå ñòîëêíîâå-
íèå äâóõ ÷àñòèö (öåíòðàëüíûé óäàð), äî è ïîñëå êîòîðîãî ÷àñòèöû
äâèæóòñÿ ïî îäíîé è òîé æå ïðÿìîé (ïðè ýòîì âîçìîæíî èçìåíåíèå
íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè îäíîé èëè îáîèõ ÷àñòèö íà ïðîòèâîïîëîæ-
íîå). ×àñòèöû äî ñòîëêíîâåíèÿ ìîãóò äâèãàòüñÿ êàê âñòðå÷íî, òàê
è â îäíîì íàïðàâëåíèè.

Ïóñòü â ë-ñèñòåìå v1 è v2 � ñîîòâåòñòâåííî ñêîðîñòè ïåðâîé è
âòîðîé ÷àñòèö äî ñòîëêíîâåíèÿ. Ñêîðîñòü èõ öåíòðà ìàññ

V =
m1v1 + m2v2

m1 + m2
.

Òîãäà â ö-ñèñòåìå èõ ñêîðîñòè äî ñîóäàðåíèÿ
v1◦ = v1 −V, v2◦ = v2 −V.

Ïîñëå ëîáîâîãî ñòîëêíîâåíèÿ ñêîðîñòè â ö-ñèñòåìå ñìåíÿòñÿ íà ïðî-
òèâîïîëîæíûå:

v′1◦ = −v1 + V, v′2◦ = −v2 + V.
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Ïåðåõîäÿ òåïåðü â ë-ñèñòåìó, ïîëó÷èì ñêîðîñòè ÷àñòèö ïîñëå ñòîëê-
íîâåíèÿ:

v′1 = v′1◦ + V = −v1 + 2V, v′2 = v′2◦ + V = −v2 + 2V.

Èëè, èçáàâëÿÿñü îò ñêîðîñòè öåíòðà èíåðöèè,

v′1 =
(m1 −m2)v1 + 2m2v2

m1 + m2
, v′2 =

(m2 −m1)v2 + 2m1v1

m2 + m1
. (3.3.13)

3. Íåóïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö. Ïðè íåóïðóãèõ ñòîëê-
íîâåíèÿõ âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå ñòàëêèâàþùèõñÿ òåë èçìåíÿåòñÿ çà
ñ÷åò ïîòåðè ñóììàðíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñòàëêèâàþùèõñÿ òåë.
Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû êîíå÷íî æå ñîõðàíÿåòñÿ, íî
çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ëèøü ÷àñòíûé ñëó÷àé àáñîëþòíî íåóïðó-
ãîãî ñòîëêíîâåíèÿ, ïðè êîòîðîì ÷àñòèöû ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ äâè-
æóòñÿ âìåñòå, êàê áû "ïðèêëåèâàÿñü"äðóã ê äðóãó. Îáùèé èìïóëüñ
"ñêëåèâøèõñÿ"÷àñòèö p′ = p1 + p2. Ïîòåðÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
ðàâíà

K −K ′ =
p2

1

2m1
+

p2
2

2m2
− (p1 + p2)

2

2(m1 + m2)
=

1

2
µ(v1 − v2)

2,

ãäå µ � ïðèâåäåííàÿ ìàññà ÷àñòèö. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè
íà÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè K âåëè÷èíà åå ïîòåðè K−K ′ ìàê-
ñèìàëüíà â òîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ãäå öåíòð èíåðöèè ñòàëêèâàþùèõñÿ
÷àñòèö íåïîäâèæåí, ò. å. êîãäà p1 = −p2 (íåðåëÿòèâèñòñêèé àíàëîã
âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ). Â ýòîì ñëó÷àå òåðÿåòñÿ âñÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-
ãèÿ.
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ËÅÊÖÈß 9
3.5 . Ìàëûå êîëåáàíèÿ

Êîëåáàíèÿ � ïðîöåññû, òî÷íî èëè ïðèáëèçèòåëüíî ïîâòîðÿþ-
ùèåñÿ ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Ïðè÷èíû âîçíèêíîâåíèÿ
êîëåáàíèé ìîãóò áûòü ðàçëè÷íû. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé ñëó-
÷àé � âîçíèêíîâåíèå êîëåáàíèé â ðåçóëüòàòå îòêëîíåíèÿ ñèñòåìû
îò ïîëîæåíèÿ åå óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Ñèñòåìà, âûâåäåííàÿ èç
ñîñòîÿíèÿ óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ è ïðåäîñòàâëåííàÿ ñàìîé ñåáå,
íà÷èíàåò ñîâåðøàòü êîëåáàíèÿ îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Âñëåä-
ñòâèå íåèçáåæíûõ ïîòåðü ýíåðãèè êîëåáàíèÿ â ñèñòåìå ïîñòåïåííî
çàòóõàþò è ñèñòåìà âîçâðàùàåòñÿ â ïåðâîíà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ðàâ-
íîâåñèÿ Òàêèå êîëåáàíèÿ íàçûâàþò ñîáñòâåííûìè èëè ñâîáîäíûìè.

Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ÿâëÿþòñÿ î÷åíü âàæíûìè ñ òî÷êè çðå-
íèÿ òåîðèè êîëåáàíèé, òàê êàê óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ è õàðàêòåð
âñåõ äðóãèõ òèïîâ êîëåáàíèé, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü â ñèñòåìå,
â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò õàðàêòåðà ñîáñòâåí-
íûõ êîëåáàíèé, ñâîéñòâåííûõ èìåííî äàííîé ñèñòåìå.

Íåñìîòðÿ íà ðàçíóþ ïðèðîäó êîëåáàíèé, â íèõ îáíàðóæèâàþòñÿ
îäíè è òå æå ôèçè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè; îíè îïèñûâàþòñÿ îäíèìè
è òåìè æå óðàâíåíèÿìè, èññëåäóþòñÿ îáùèìè ìåòîäàìè.

1. Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ. Êîëåáàíèÿ ïðè íàëè÷èè òðå-
íèÿ. Ïóñòü ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè ðàâíî-
âåñèÿ. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëåæåí-Äèðèõëå â ýòîì ïîëîæåíèè áóäåò
ýêñòðåìóì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû; è åñëè ýòî áóäåò ìèíè-
ìóì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, òî òàêîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ áóäåò
óñòîé÷èâûì.

Äàëåå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü äâèæåíèÿ ñèñòåì ïðè îòíîñèòåëüíî
ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ îò óñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Îãðàíè-
÷èìñÿ ïîêà îáùèì ðàññìîòðåíèåì íàèáîëåå ïðîñòîãî ñëó÷àÿ, êîãäà
ñèñòåìà èìååò îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû.

Òàê êàê íà÷àëî îòñ÷åòà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìîæåò áûòü âû-
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áðàíî ïðîèçâîëüíî, òî ìîæíî ïîëîæèòü U(x◦) = 0. Íà÷àëî îòñ÷åòà
êîîðäèíàòû x òàêæå ïåðåìåñòèì â òî÷êó x◦. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ðàçëîæåíèÿ

U(x) = U(x◦) +

(
dU

dx

)

x◦
· x

1!
+


d2U

dx2




x◦

· x
2

2!
+ · · ·

Ïðè ýòîì
(

d2U
dx2

)

x◦
> 0 òàê êàê ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëîæåíèå óñòîé÷è-

âîãî ðàâíîâåñèÿ (ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè).
Ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ïåðâûì íå-

èñ÷åçàþùèì ÷ëåíîì, êàêîâûì â îáùåì ñëó÷àå áóäåò ÷ëåí âòîðîãî
ïîðÿäêà (íàïîìíèì, ÷òî

(
dU
dx

)
x◦

= 0). Òîãäà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð-
ãèÿ ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ îò óñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

U(x) =


d2U

dx2




x◦

· x
2

2
=

kx2

2
(k =


d2U

dx2




x◦

> 0),

à âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì ñèëà �

F = −dU

dx
= −kx.

Äâèæåíèå ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì âáëèçè óñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåò âåñüìà ðàñïðîñòðàíåííûé òèï äâèæåíèÿ, ïðåä-
ñòàâëÿþùèé ñîáîé òàê íàçûâàåìûå ìàëûå êîëåáàíèÿ.

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñèñòåìû, íà êîòîðóþ íå äåéñòâóþò äðóãèå
ñèëû, êðîìå ïîòåíöèàëüíûõ, âûçâàííûõ îòêëîíåíèåì îò ïîëîæåíèÿ
óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ (ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ), â ðàññìàòðèâàåìîì
íàìè îäíîìåðíîì ñëó÷àå èìååò âèä

mẍ = −kx , ẍ + ω2x = 0, (3.4.1)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå ω =
√

k/m. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â îáùåì
ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

x(t) = C1cos ωt + C2sin ωt, èëè x(t) = Acos (ωt + α). (3.4.2)
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Ïîñòîÿííûå C1, C2 îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

C1 = x(0), C2 = ẋ(0)/ω.

Ïîñòîÿííûå â ðåøåíèè (2) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

A =
√

C2
1 + C2

2 , tgα = −C2/C1.

Êîýôôèöèåíò A íàçûâàþò àìïëèòóäîé êîëåáàíèé, àðãóìåíò êî-
ñèíóñà (ωt + α) � ôàçîé êîëåáàíèé, êîýôôèöèåíò α � íà÷àëüíîé
ôàçîé, âåëè÷èíó ω � öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòîé, èëè ïðîñòî ÷àñòî-
òîé. ×àñòîòà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñâîáîäíûõ êîëå-
áàíèé. Îíà íå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû êàê òàêîâîé. Îäíà-
êî ýòî ñâîéñòâî ëèøü ìàëûõ êîëåáàíèé, ñâÿçàííîå ñ êâàäðàòè÷íîé
çàâèñèìîñòüþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îò êîîðäèíàòû. Åñëè U(x◦)
èìååò ìèíèìóì áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, òî ýòî ñâîéñòâî èñ÷åçàåò.

Ýíåðãèÿ ìàëûõ êîëåáàíèé

E =
m

2
ẋ2 +

k

2
x2 =

m

2
(ẋ2 + ω2x2).

Ïîäñòàâèâ x = Acos (ωt + α), ïîëó÷èì:

E =
1

2
mω2A2 =

1

2
kA2, → E ∼ A2, (3.4.3)

ò. å. ýíåðãèÿ ìàëûõ êîëåáàíèé ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó àìïëè-
òóäû. Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè ýíåðãèÿ
ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

E = αq̇2 + βq2,

ãäå q � êàêàÿ-ëèáî êîîðäèíàòà, îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóþùàÿ ïîëî-
æåíèå ñèñòåìû, òî ÷àñòîòà è ïåðèîä êîëåáàíèé îïðåäåëÿòñÿ ñîîòíî-
øåíèÿìè

ω =
√

β/α , T = 2π/ω = 2π
√

α/β.
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Ðåàëüíûå ïðîöåññû äâèæåíèÿ òåë (â òîì ÷èñëå è êîëåáàíèÿ) ïðî-
èñõîäÿò â íåêîòîðîé ñðåäå, îêàçûâàþùåé ñîïðîòèâëåíèå äâèæåíèþ.
Ïðîöåññ äâèæåíèÿ â ñðåäå óæå íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìåõàíè÷åñêèì
ïðîöåññîì: ðàññìîòðåíèå òàêîãî ïðîöåññà òðåáóåò ó÷åòà äâèæåíèÿ
ñàìîé ñðåäû è âíóòðåííåãî òåïëîâîãî ñîñòîÿíèÿ êàê ñðåäû, òàê è
äâèæóùåãîñÿ â íåé òåëà. Îäíàêî â ðÿäå ñëó÷àåâ âëèÿíèå ñðåäû íà
äâèæåíèå òåëà ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî òî÷íî ó÷òåíî ââåäåíèåì â
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ÷ëåíà � "ñèëû æèäêîãî òðå-
íèÿ çàâèñÿùåé òîëüêî îò ñêîðîñòè òåëà. Åñëè íà íåïîäâèæíîå òåëî
íå äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ è ñêîðîñòü äîñòàòî÷íî ìàëà, òî ìîæíî â
ðàçëîæåíèè ñèëû òðåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ñêîðîñòè îãðàíè÷èòüñÿ ÷ëå-
íîì, ïðîïîðöèîíàëüíûì ñêîðîñòè (íóëåâîé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ïðè
ýòîì ðàâåí íóëþ). Òàêèì îáðàçîì, â ðÿäå ñëó÷àåâ ñèëó òðåíèÿ Fòð,
äåéñòâóþùóþ íà ñèñòåìó, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Fòð = −αẋ (α > 0).

Çíàê "ìèíóñ" óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ýòà ñèëà äåéñòâóåò â íàïðàâëå-
íèè, ïðîòèâîïîëîæíîì ñêîðîñòè. Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñèñòå-
ìû ïðèìåò âèä

mẍ = −kx− αẋ. (3.4.4)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ k/m = ω2
o, α/m = 2λ. Çäåñü ωo � ÷àñòîòà

ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû â îòñóòñòâèå òðåíèÿ, âåëè÷èíà
λ � ïîêàçàòåëü (èëè äåêðåìåíò) çàòóõàíèÿ. Óðàâíåíèå (4) òåïåðü
ïðèìåò âèä

ẍ + 2λẋ + ω2
◦x = 0. (3.4.5)

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà λ < ω◦. Â ýòîì
ñëó÷àå ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå2:

x(t) = Ae−λt cos (ωt + α), ãäå ω =
√

ω2◦ − λ2

Ëîãàðèôì îòíîøåíèÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé àìïëèòóä

θ = ln
Ae−λt

Ae−λ(t+T ) = ln eλT = λT

2 Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ áóäåò àïåðèîäè÷åñêîå îòíîñèòåëüíî áûñòðî çàòóõàþùåå äâèæåíèå.
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íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèì äåêðåìåíòîì çàòóõàíèÿ. Ëîãàðèô-
ìè÷åñêèé äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ ñëóæèò õàðàêòåðèñòèêîé çàòóõàþ-
ùèõ êîëåáàíèé: ÷åì îí áîëüøå, òåì áûñòðåå óáûâàåò àìïëèòóäà
êîëåáàíèé. Ëîãàðèôìè÷åñêèé äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ ìîæíî îïðåäå-
ëèòü íåïîñðåäñòâåííî èç íàáëþäåíèé, èçìåðÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå
çíà÷åíèÿ àìïëèòóä. Çíàÿ ëîãàðèôìè÷åñêèé äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ
è ïåðèîä êîëåáàíèé, ìîæíî âû÷èñëèòü è äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ λ

èç ôîðìóëû θ = λT .
Âðåìÿ, çà êîòîðîå êàêàÿ-ëèáî âåëè÷èíà óìåíüøàåòñÿ â e ðàç,

íàçûâàåòñÿ âðåìåíåì ðåëàêñàöèè ýòîé âåëè÷èíû. Âðåìÿ ðåëàêñàöèè
êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ñ çàòóõàíèåì ðàâíî 1/λ, çà âðåìÿ τ = 1/λ
àìïëèòóäà êîëåáàíèé óìåíüøàåòñÿ â e ðàç.

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) âî âñåõ ñëó÷àÿõ
îïèñûâàþò ðàíî èëè ïîçäíî ïðåêðàùàþùèåñÿ (çàòóõàþùèå) äâèæå-
íèÿ.

2. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîëåáàíèÿ
â ñèñòåìå, íà êîòîðóþ äåéñòâóåò íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ âíåøíÿÿ ñè-
ëà f(t) . Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

ẍ + 2λẋ + ω2
ox =

1

m
f(t). (3.4.6)

Îãðàíè÷èì ðàññìîòðåíèå ñëó÷àåì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñàìîñòîÿ-
òåëüíûé èíòåðåñ, êîãäà âûíóæäàþùàÿ ñèëà ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé
è åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå f(t) = f cos γt. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
òîãäà çàïèøåòñÿ êàê

ẍ + 2λẋ + ω2
ox =

f

m
cos γt. (3.4.7)

Â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîêàçàíî, ÷òî îáùåå ðå-
øåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.4.7) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé îáùåãî ðå-
øåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.4.5) è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(3.4.7).

Îáùåå ðåøåíèå (3.4.5), êàê ïîêàçàíî âûøå, ñòðåìèòñÿ ñî âðåìå-
íåì ê íóëþ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû (êî-
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ëåáàíèÿ, âûçâàííûå âûâåäåíèåì ñèñòåìû èç ðàâíîâåñèÿ) ÷åðåç îïðå-
äåëåííîå âðåìÿ çàòóõíóò, è îñòàíóòñÿ ëèøü êîëåáàíèÿ, âûíóæäàå-
ìûå âíåøíåé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé (âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ). Âû-
íóæäåííûå êîëåáàíèÿ áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ (7).

Çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îò âðåìåíè â êîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññàõ
÷àñòî óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå âåùåñòâåííîé ÷àñòè êîìïëåêñíîãî
âûðàæåíèÿ

x = Re{Aeiωt},
ãäå A � êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà A = aeiα, ìîäóëü êîòîðîé ñîâïà-
äàåò ñ îáû÷íîé àìïëèòóäîé, à àðãóìåíò � ñ íà÷àëüíîé ôàçîé. Òàêîå
ïðåäñòàâëåíèå çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò âû÷èñëåíèÿ. Ïðè âû÷èñëåíè-
ÿõ ìîæíî âîîáùå îïóñêàòü çíàê âçÿòèÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòè (Re),
èñïîëüçóÿ ýòó îïåðàöèþ ëèøü ïðè ïîëó÷åíèè îêîí÷àòåëüíûõ ðå-
çóëüòàòîâ.

Ïîïûòàåìñÿ íàéòè ÷àñòíûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (7) â âèäå x =
Beiγt c ïîñëåäóþùèì ïðåäñòàâëåíèåì B = beiδ è îòäåëåíèåì ìíè-
ìîé ÷àñòè. Ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå (7q) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

eiδ
{
(ω2

◦ − γ2) + i2λγ
}

= f/mb .

Îòäåëÿÿ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, ïîëó÷èì:




(ω2
◦ − γ2) cos δ − 2λγ sin δ = f/mb ,

(ω2
◦ − γ2) sin δ + 2λγ cos δ = 0 .

Ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû äàåò

b =
f

m
√

(ω2
o − γ2)2 + 4λ2γ2

, tgδ =
2λγ

γ2 − ω2
o

. (3.4.8)

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâèâøååñÿ âûíóæäåííîå êîëåáàíèå îïèñû-
âàåòñÿ âûðàæåíèåì

x = Re{Beiγt} = b cos (γt + δ), (3.4.9)
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ãäå b è δ îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè (8).
Âåëè÷èíà àìïëèòóäû âûíóæäåííîãî êîëåáàíèÿ (b) ïðè ôèê-

ñèðîâàííîé àìïëèòóäå âíåøíåé ñèëû (f) çàâèñèò îò âûíóæäàþùåé
÷àñòîòû (γ) , äîñòèãàÿ ìàêñèìóìà ïðè îïðåäåëåííîé (ðåçîíàíñíîé
äëÿ àìïëèòóäû) ÷àñòîòå (γðåç):

bmax =
f

2mλ
√

ω2
o − λ2

ïðè γðåç =
√

ω2
o − 2λ2. (3.4.10)

Íàëè÷èå òðåíèÿ ïðèâîäèò ê äèññèïàöèè ýíåðãèè. Äëÿ ïîääåðæà-
íèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìà íåïðåðûâíî ïîãëîùàåò ýíåðãèþ îò èñòî÷íèêà
âíåøíåé ñèëû. Ðàáîòà âíåøíèõ ñèë

dA = (f cos γt)dx = (f cos γt)ẋdt, → dA

dt
= ẋf cos γt = I(γ),

ãäå âåëè÷èíîé I(γ) îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, ïîãëîùàåìîå
ñèñòåìîé â åäèíèöó âðåìåíè (èíòåíñèâíîñòü ïîãëîùåíèÿ ýíåðãèè).
Óìíîæèâ óðàâíåíèå (7) íà ẋ , ïîëó÷èì:

mẋẍ + 2mλẋ2 + mω2
oxẋ = ẋf cos γt = I(γ). (3.4.11)

Ýíåðãèÿ ñèñòåìû

E =
kx2

2
+

mẋ2

2
=

1

2
m(ẋ2 + ω2

◦x
2) .

Îòñþäà
dE

dt
= mẋẍ + mω2

oxẋ. (3.4.12)

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (11) è (12), ïîëó÷àåì:

I(γ) =
dE

dt
+ 2mλẋ2. (3.4.13)

Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (13) � ïîãëîùàåìàÿ èçâíå
ýíåðãèÿ, èäóùàÿ íà èçìåíåíèå ýíåðãèè ñîáñòâåííî ñèñòåìû, � îòëè-
÷åí îò íóëÿ äî òåõ ïîð, ïîêà äâèæåíèå íå óñòàíîâèòñÿ. Âòîðîé ÷ëåí
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� ïîãëîùàåìàÿ èçâíå ýíåðãèÿ, ðàñõîäóåìàÿ íà ïðåîäîëåíèå òðåíèÿ.
Ïðè óñòàíîâèâøåìñÿ äâèæåíèè

I(γ) = 2mλẋ2 = 2mλγ2b2sin2 (γt + δ).

Ñðåäíåå çà ïåðèîä çíà÷åíèå êâàäðàòà ñèíóñà ðàâíî 1/2:
1

2π

∫ 2π

0
sin2 xdx =

1

2
,

ïîýòîìó ñðåäíåå çà ïåðèîä (à ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå
êîëåáàíèé è ñðåäíåå âî âðåìåíè) çíà÷åíèå I(γ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Iñð(γ) = mb2λγ2. (3.4.14)

Ó÷èòûâàÿ çàâèñèìîñòü (8) àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé îò
γ, íàéäåì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå Iñð(γ) è ñîîòâåòñòâóþùóþ ðåçî-
íàíñíóþ (äëÿ äèññèïàöèè ýíåðãèè) ÷àñòîòó:

Imax =
f 2

4mλ
ïðè γ = ω◦ . (3.4.15)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ÷àñòîòà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ γ =√
ω2

o − 2λ2, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ àìïëèòóäû
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé, è ÷àñòîòà γ = ω◦ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ
òîé æå àìïëèòóäû, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàêñèìàëüíîìó ïîãëîùåíèþ
ñèñòåìîé ýíåðãèè (èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, ìàêñèìàëüíîé äèññèïàöèè
ýíåðãèè), íå ñîâïàäàþò (ïîïðîáóéòå ýòî îáúÿñíèòü).

Ðàññìîòðèì îáëàñòü âáëèçè ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû γ = ωo. Ïîëî-
æèì γ = ωo + ε, ãäå ε � ìàëàÿ âåëè÷èíà.

Òîãäà âáëèçè ðåçîíàíñà èìååì:

bγ =
f

m

γ√
(ω2

o − γ2)2 + 4λ2γ2
' f

2m

1√
λ2 + ε2

;

I(ε) =
f 2

4m
· λ

λ2 + ε2 . (3.4.16))
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Òàêîé âèä çàâèñèìîñòè ïîãëîùåíèÿ I(ε) îò ÷àñòîòû íàçûâàåòñÿ
äèñïåðñèîííûì. (Íà÷åðòèòå ýòó çàâèñèìîñòü. Âåëè÷èíà ε ìîæåò
èìåòü ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.)Ïîëóøèðèíîé ðå-
çîíàíñíîé êðèâîé íàçûâàþò çíà÷åíèå | ε |, ïðè êîòîðîì âåëè÷èíà
I(ε) óìåíüøàåòñÿ âäâîå ïî ñðàâíåíèþ ñ åå ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíè-
åì I(0). Èç ñîîòíîøåíèÿ (16) âèäíî, ÷òî ïîëóøèðèíà ðåçîíàíñíîé
êðèâîé ðàâíà ïîêàçàòåëþ çàòóõàíèÿ λ. Ïðè óìåíüøåíèè ïîêàçàòå-
ëÿ çàòóõàíèÿ ðåçîíàíñíàÿ êðèâàÿ I(ε) ñòàíîâèòñÿ óæå è âûøå, ò. å.
åå ìàêñèìóì ñòàíîâèòñÿ áîëåå îñòðûì.

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ïðèìåíÿåòñÿ èíîãäà
âåëè÷èíà Q, íàçûâàåìàÿ äîáðîòíîñòüþ. Ïî îïðåäåëåíèþ,

Q = 2π · Ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êîëåáàíèé
Äèññèïàöèÿ ýíåðãèè çà ïåðèîä ïðè ðåçîíàíñå .

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïîëó÷åííûìè ðàíåå ñîîòíîøåíèÿìè (8), (15) è (3)
è ïîëàãàÿ γ = ωo , ïîëó÷èì:

Q = 2π
kb2/2

Imax(2π/ω◦)
=

ω◦
2λ

.
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Ãëàâà 4

ÐÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß
ÌÅÕÀÍÈÊÀ

ËÅÊÖÈß 10
4.1 . Ïîñòóëàòû Ýéíøòåéíà. Ïåðâûå ñëåäñòâèÿ

Äîïóùåíèå îá àáñîëþòíîì õàðàêòåðå âðåìåíè, èñïîëüçóåìîå ïðè
âûâîäå ïðåîáðàçîâàíèé Ãàëèëåÿ, ïîäðàçóìåâàåò âîçìîæíîñòü ïåðå-
äà÷è ñèãíàëîâ ñ áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòüþ. Îäíàêî òàêîé âîçìîæíîñòè
íå ñóùåñòâóåò. Íàèáîëüøàÿ èç èçâåñòíûõ ñêîðîñòåé � ñêîðîñòü ñâåòà
â âàêóóìå, � êàê ïîêàçàëè åå èçìåðåíèÿ, íà÷àâøèåñÿ åùå â XVII â.,
èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ, êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî â ðåëÿòèâèñòñêîé îáëàñòè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ íåâåðíû. Íàïðèìåð, îäíà è òà æå äâèæóùàÿñÿ è
íàõîäÿùàÿñÿ â ïîêîå íåñòàáèëüíàÿ ÷àñòèöà èìååò ðàçíîå âðåìÿ æèç-
íè; íè íà îäíîì óñêîðèòåëå íå óäàëîñü ðàçîãíàòü ÷àñòèöû äî ñêî-
ðîñòåé, ïðåâûøàþùèõ ñêîðîñòü ñâåòà â ïóñòîòå (c); ñêîðîñòè ñâåòà,
èñïóùåííûå íåïîäâèæíûì è äâèæóùèìñÿ èñòî÷íèêàìè, îêàçûâà-
þòñÿ ðàâíûìè è ò. ä.

Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ ôàêòîâ ìîæíî îáúÿñíèòü, ïðèíÿâ ñëåäóþùèå
ïîñòóëàòû (Ýéíøòåéí, 1905):

1. Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè ñïðàâåäëèâ íå òîëüêî äëÿ ìåõà-
íè÷åñêèõ (Ãàëèëåé), íî è äëÿ ëþáûõ äðóãèõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé.

2. Ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðà-
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íåíèÿ âçàèìîäåéñòâèé, ÷èñëåííî ðàâíàÿ ñêîðîñòè ñâåòà â ïó-
ñòîòå c.

Ïðèâåäåì íàèáîëåå î÷åâèäíûå ñëåäñòâèÿ èç äàííûõ ïîñòóëàòîâ.
Ïðåäåëüíûå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âçàèìîäåéñòâèé â ðàç-
íûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà îäèíàêîâû è ðàâíû óíèâåð-
ñàëüíîé äëÿ âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷åòà êîíå÷íîé ñêîðîñòè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà â âàêóóìå (èíà÷å áûë áû íàðóøåí ïåðâûé
ïîñòóëàò). Âòîðîé ïîñòóëàò îãðàíè÷èâàåò çíà÷åíèå âñåõ âîçìîæíûõ
â ïðèðîäå ñêîðîñòåé òåë âåëè÷èíîé ñ.

Îäíîâðåìåííîñòü ñòàíîâèòñÿ îòíîñèòåëüíûì ïîíÿòèåì. Î
íåé òåïåðü ìîæåò èäòè ðå÷ü ëèøü ïðèìåíèòåëüíî ê îïðåäåëåííîé
ñèñòåìå îòñ÷åòà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâà ñâåòîâûõ
ñèãíàëà, ïðèõîäÿùèõ èç ñåðåäèíû ïîåçäà ê åãî êîíöàì. Â ñèñ-
òåìå (ïîåçä) ýòè ñîáûòèÿ îäíîâðåìåííû, à â ñèñòåìå (ïåððîí) ñâåò
ñíà÷àëà äîñòèãàåò õâîñòîâîãî, à ïîòîì ãîëîâíîãî âàãîíà.

Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì
ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ, ðàñïðîñòðàíÿÿ åãî íà ÿâëåíèÿ
ëþáîé ïðèðîäû. Îäíàêî èìååòñÿ îäíî ãëóáîêîå ðàçëè÷èå. Â ïðèí-
öèïå îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà ïåðåõîä ê äðóãèì èíåðöèàëüíûì
ñèñòåìàì íå ñâÿçûâàåòñÿ ñ ïîëîæåíèåì îá àáñîëþòíîì õàðàêòåðå
âðåìåíè è êàêèì-ëèáî çàêîíîì ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è ñêî-
ðîñòåé. Çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè ïðè ïåðåõîäå
îò îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ê äðóãèì â òåîðèè Ýéí-
øòåéíà äîëæíû áûòü íàéäåíû çàíîâî. Ýòîé öåëè ñëóæèò âòîðîé
ïîñòóëàò Ýéíøòåéíà, óòâåðæäàþùèé, ÷òî ëþáûå âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó òåëàìè â ïóñòîòå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñ óíèâåðñàëüíîé êîíå÷-
íîé ñêîðîñòüþ, ðàâíîé ñêîðîñòè ñâåòà è íå çàâèñÿùåé îò äâèæåíèÿ è
ñîñòîÿíèÿ òåë. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñêîðîñòü ñâåòà îäèíàêîâà âî âñåõ
èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà.

Çàìåäëåíèå õîäà äâèæóùèõñÿ ÷àñîâ. Ñîêðàùåíèå ïðî-
äîëüíûõ ðàçìåðîâ. Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòîâîãî ñèã-
íàëà ìåæäó äâóìÿ íåïîäâèæíûìè â K ′-ñèñòåìå çåðêàëàìè. Ïóñòü
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çåðêàëà ðàñïîëîæåíû îðòîãîíàëüíî ê îñè y′ (ðèñ. 3). Â K ′-ñèñòåìå
ñèãíàë âäîëü îñè y′ èç òî÷êè â òî÷êó è îáðàòíî ïðîõîäèò çà âðåìÿ
∆t′ = 2(y′B − y′A)/c.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàñïðîñòðàíåíèå ýòîãî æå ñèãíàëà â ñèñòåìå
K. Â ñèñòåìå òî÷êè À è Â äâèæóòñÿ ñî ñêîðîñòüþ V . Ê òîìó âðåìå-
íè, êîãäà ñèãíàë äîñòèãíåò òî÷êè Â, ïîñëåäíÿÿ ñìåñòèòñÿ âäîëü îñè
X íà âåëè÷èíó V ·∆t1, ãäå ∆t1 � âðåìÿ, çà êîòîðîå ñèãíàë äîñòèãíåò
òî÷êè Â.

-
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? V ∆t

→ V

Ïóòü, ïðîéäåííûé ñèãíàëîì, åñòü
c∆t1 =

√
(yB − yA)2 + (V ·∆t1)2 .

Îòñþäà
∆t1 =

yB − yA

c
√

1− (V/c)2
.

Òàêîé æå ïóòü ñèãíàë ïðîéäåò, âîçâðàùàÿñü â òî÷êó À. Ñëåäîâà-
òåëüíî, âðåìÿ âîçâðàòà ñèãíàëà ∆t2 ðàâíî ∆t1.

Âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà îò òî÷êè À äî òî÷êè B è îáðàòíî

∆t = ∆t1 + ∆t2 =
2(yB − yA)

c
√

1− (V/c)2
.

Ñðàâíèâàÿ âðåìÿ îò èñïóñêàíèÿ äî ïðèåìà ñèãíàëà â ñèñòåìàõ K ′ è
K, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ (yB − yA = y′B − y′A),
ïîëó÷àåì

∆t′ = ∆t ·
√

1− (V/c)2 . (4.1.1)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â K ′-ñèñòåìå ôèêñèðîâàëñÿ ïðîìåæóòîê âðåìå-
íè ìåæäó ñîáûòèÿìè (èñïóñêàíèå è ïðèåì ñèãíàëà), êîòîðûå ïðî-
èñõîäÿò â îäíîé è òîé æå òî÷êå (êîîðäèíàòû x′ òî÷åê èñïóñêàíèÿ

78



è ïðèåìà ñèãíàëà ñîâïàäàþò). Â ñèñòåìå K ïðîìåæóòîê âðåìåíè
ôèêñèðîâàëñÿ ìåæäó ñîáûòèÿìè, ïðîèñõîäÿùèìè â ðàçíûõ òî÷êàõ
(êîîðäèíàòû x òî÷åê èñïóñêàíèÿ è ïðèåìà ñèãíàëà ðàçëè÷íû).

Ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó äâóìÿ ñîáûòèÿìè îêàçûâàåòñÿ íàè-
ìåíüøèì ïî ÷àñàì òîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, â êîòîðîé ýòè ñîáûòèÿ ïðî-
èçîøëè "â îäíîé òî÷êå", ò. å. â ñèñòåìå, ãäå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîð-
äèíàòû ýòèõ ñîáûòèé ñîâïàäàëè. Ïî ÷àñàì ëþáîé äðóãîé ñèñòåìû,
äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâîé ñî ñêîðîñòüþ V, ýòîò ïðîìåæóòîê
â γ = 1/

√
1− V 2

c2 ðàç áîëüøå.
Åñëè äâà ñîáûòèÿ ïðîèçîøëè ñ îäíèì è òåì æå òåëîì, òî ïðî-

ìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó íèìè áóäåò íàèìåíüøèì ïî ÷àñàì, äâèæó-
ùèìñÿ âìåñòå ñ òåëîì. Ýòî âðåìÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü ñîáñòâåííûì
âðåìåíåì.

Ïðåêðàñíîå ïðîÿâëåíèå ýòîãî ýôôåêòà íàáëþäàåòñÿ â ìèðå ýëå-
ìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Ýòî îáúåêòû, êîòîðûå ìû ìîæåì íàáëþäàòü ïðè
ñêîðîñòÿõ áëèçêèõ ê ñêîðîñòè ñâåòà. Íàïðèìåð, ìþîí, ïîêîÿùèéñÿ
ïî îòíîøåíèþ ê ëàáîðàòîðíîìó íàáëþäàòåëþ, èìååò ñðåäíåå âðåìÿ
æèçíè ëèøü to ≈ 2, 2 · 10−6 c. Òîãäà çà âðåìÿ ñâîåãî ñóùåñòâîâàíèÿ
ìþîíû, êàçàëîñü áû, íå ìîãóò ïðåîäîëåâàòü ðàññòîÿíèé, çíà÷èòåëü-
íî ïðåâûøàþùèõ

cto = 3 · 108 · 2, 2 · 10−6 = 660ì.

Îäíàêî ìþîíû, ðîæäàþùèåñÿ â êîñìè÷åñêèõ ëó÷àõ â âåðõíèõ ñëîÿõ
àòìîñôåðû, ñïîñîáíû ïðåîäîëåâàòü ðàññòîÿíèå äî ïîâåðõíîñòè Çåì-
ëè. Îáðàçíî ãîâîðÿ, âðåìÿ æèçíè ìþîíà îòñ÷èòûâàåòñÿ ïî "âñòðî-
åííûì â ìþîí" ÷àñàì � ïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè, è ýòî âðåìÿ ñîâ-
ïàäàåò ñî âðåìåíåì ëàáîðàòîðíîãî íàáëþäàòåëÿ ëèøü êîãäà ìþîí
è íàáëþäàòåëü ïîêîÿòñÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà. Ïîñêîëüêó ìþî-
íû äâèæóòñÿ ñêâîçü àòìîñôåðó ñî ñêîðîñòÿìè, áëèçêèìè ê ñêîðîñòè
ñâåòà, òî äëÿ ëàáîðàòîðíîãî íàáëþäàòåëÿ ñðåäíåå âðåìÿ æèçíè ìþ-
îíîâ âîçðàñòàåò â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (1). Çà ýòî âðåìÿ ìþîí
ïðåîäîëåâàåò ðàññòîÿíèÿ, çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþùèå 660 ì.
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Òå÷åíèå âðåìåíè îêàçûâàåòñÿ çàâèñÿùèì îò ñîñòîÿíèÿ äâèæå-
íèÿ. Íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîãî ìèðîâîãî âðåìåíè, è ïîíÿòèå
ïðîìåæóòêà âðåìåíè ìåæäó äâóìÿ ôèçè÷åñêèìè ñîáûòèÿìè îêà-
çûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíûì.

×àñòî êðàòêî (íî íåäîñòàòî÷íî ÷åòêî) ôîðìóëèðóþò: äâèæóùèå-
ñÿ ÷àñû èäóò ìåäëåííåå, ÷åì ïîêîÿùèåñÿ. Òàêàÿ ôîðìóëèðîâêà ïî-
ðîæäàåò ïàðàäîêñ, áóäòî îá îäíîé è òîé æå ïàðå ÷àñîâ A è A′, êîòî-
ðûå ïîêîÿòñÿ â ñèñòåìàõ K è K ′ ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî âûñêàçàòü
äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñóæäåíèÿ: "÷àñû A îòñòàþò îò ÷àñîâ A′”
è "÷àñû A′ îòñòàþò îò ÷àñîâ A". Ïðè ýòîì âîçíèêëî áû ðåàëüíîå
ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê ïðîâåðèòü, êàêèå èç ýòèõ äâóõ ÷àñîâ îòñòàþò,
ìîæíî ïðÿìûì íàáëþäåíèåì è âåðíûì ìîæåò áûòü òîëüêî îäíî èç
ïðèâåäåííûõ âûøå ñóæäåíèé.

Íà ñàìîì äåëå ïàðàäîêñ êàæóùèéñÿ. Ïóñòü â ñèñòåìå K èìååò-
ñÿ ïàðà ÷àñîâ, ðàñïîëîæåííûõ â äâóõ ðàçíûõ òî÷êàõ A(xA = 0) è
B(xB = l), à â ñèñòåìå K ′ � ïàðà ÷àñîâ â òî÷êàõ A′(x′A′ = 0) è
B′(x′B′ = −l′). Â êàæäîé ñèñòåìå ÷àñû ñèíõðîíèçèðîâàíû (íàïðè-
ìåð, ÷àñû â òî÷êàõ A è B ïîêàçûâàþò îäíî è òî æå âðåìÿ). Ïóñòü â
íà÷àëüíûé ìîìåíò (t = 0) ïî ÷àñàì ñèñòåìû K òî÷êè A è A′ íàõî-
äÿòñÿ äðóã ïðîòèâ äðóãà è ïîêàçàíèÿ ÷àñîâ, ðàñïîëîæåííûõ â íèõ,
ñîâïàäàþò. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t1 ïî ÷àñàì ñèñòåìû K ÷àñû
â òî÷êå A′ îêàçàëèñü ïðîòèâ ÷àñîâ â òî÷êå B, à ÷àñû â òî÷êå B′ �
ïðîòèâ ÷àñîâ â òî÷êå A. Òàêèì îáðàçîì, â íà÷àëå êîîðäèíàò ñèñòå-
ìû K ïðîèçîøëè äâà ñîáûòèÿ: ïðîñòðàíñòâåííîå ñîâïàäåíèå ÷àñîâ,
ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ A è A′ (äëÿ t = 0), è ïðîñòðàíñòâåííîå ñîâ-
ïàäåíèå ÷àñîâ, ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ A è B′ (äëÿ t = t1). Òàê êàê
îáà ýòèõ ñîáûòèÿ ïðîèçîøëè â îäíîé è òîé æå òî÷êå ñèñòåìû K, òî,
ñîãëàñíî ñêàçàííîìó ðàíåå, ÷àñû â òî÷êå A îòñ÷èòàþò ìèíèìàëüíîå
âðåìÿ ìåæäó ýòèìè ñîáûòèÿìè t1, à ÷àñû â òî÷êå B′ óéäóò âïåðåä. Â
íà÷àëå êîîðäèíàò ñèñòåìû K ′ òàêæå ïðîèçîøëè äâà ñîáûòèÿ: ïðî-
ñòðàíñòâåííîå ñîâïàäåíèå ÷àñîâ, ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ A è A′

(äëÿ t = 0), è ïðîñòðàíñòâåííîå ñîâïàäåíèå ÷àñîâ, ðàñïîëîæåííûõ
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â òî÷êàõ B è A′ (äëÿ t = t1). Òàê êàê îáà ýòèõ ñîáûòèÿ ïðîèçîøëè â
îäíîé è òîé æå òî÷êå ñèñòåìû K ′, òî òåïåðü ìèíèìàëüíîå âðåìÿ îò-
ñ÷èòàþò ÷àñû â òî÷êå A′. Ïîñêîëüêó ÷àñû â òî÷êå B ïîêàæóò âðåìÿ
t1, òî ÷àñû â òî÷êå A′ ïîêàæóò âðåìÿ t1

√
1− V 2/c2. Òàêèì îáðàçîì,

÷àñû â òî÷êå A′ îòñòàíóò îò ÷àñîâ â òî÷êå B, à ÷àñû â òî÷êå A îò-
ñòàíóò îò ÷àñîâ â òî÷êå B′. Òàê êàê ðå÷ü èäåò î ðàçíûõ ïàðàõ ÷àñîâ,
òî íèêàêîãî ïðîòèâîðå÷èÿ íåò.

Ïðîòèâ äàííîãî ðàññóæäåíèÿ ìîæíî âûäâèíóòü ñëåäóþùåå âîç-
ðàæåíèå. Ïîñêîëüêó ÷àñû â ñèñòåìå Ê ñèíõðîíèçèðîâàíû, òî îíè
äîëæíû äàâàòü â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè îäèíàêîâûå ïîêà-
çàíèÿ. Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü î ÷àñàõ ñèñòåìû K ′. Ïîýòîìó åñëè
÷àñû â òî÷êå A′ îòñòàþò îò ÷àñîâ â òî÷êå B, òî â ýòîò æå ìîìåíò
âðåìåíè âñå ÷àñû ñèñòåìû K ′ äîëæíû îòñòàâàòü îò ëþáûõ ÷àñîâ ñè-
ñòåìû è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñû â òî÷êå A íå ìîãóò îòñòàâàòü îò ÷àñîâ
â òî÷êå B′. Îäíàêî ýòî âîçðàæåíèå îñíîâàíî íà îøèáêå, ñâÿçàí-
íîé ñ íåêðèòè÷åñêèì óïîòðåáëåíèåì ïîíÿòèÿ "ìîìåíò âðåìåíè",
êîòîðîå â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè èìååò ñìûñë òîëüêî ïðè óêàçà-
íèè îïðåäåëåííîé ñèñòåìû îòñ÷åòà. Êàê ìû óâèäèì äàëåå, îäíî-
ìó îïðåäåëåííîìó çíà÷åíèþ t = const â ñèñòåìå K ñîîòâåòñòâóåò
íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé t′ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ êî-
îðäèíàòû x è, îáðàòíî, îäíîìó îïðåäåëåííîìó çíà÷åíèþ t′ = const

ñîîòâåòñòâóåò íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé t â çàâèñèìîñòè îò
êîîðäèíàòû x′. Ñëåäîâàòåëüíî, êîãäà ÷àñû ñèñòåìû K ïîêàçûâàþò
îäíî è òî æå âðåìÿ, ðàçëè÷íûå ÷àñû ñèñòåìû K ′ äàþò ðàçíûå ïî-
êàçàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò èõ ìåñòîïîëîæåíèÿ è íàîáîðîò.

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñû, ðàñïîëîæåííûå â òî÷êå A′, áóäóò îòñòàâàòü
îò âñåõ ÷àñîâ, ïîêîÿùèõñÿ â ñèñòåìå K, ïðîòèâ êîòîðûõ îíè áóäóò
îêàçûâàòüñÿ ïî õîäó ñâîåãî äâèæåíèÿ. Ïàðàäîêñ ñ îòñòàâàíèåì äâè-
æóùèõñÿ ÷àñîâ ìîã áû, íà ïåðâûé âçãëÿä, ñòàòü ðåàëüíûì, åñëè áû
÷àñû â òî÷êå A′, äâèãàÿñü ïî êàêîé-ëèáî çàìêíóòîé òðàåêòîðèè, â
êîíöå åå âíîâü îêàçàëèñü áû ïðîòèâ ÷àñîâ, ïîêîÿùèõñÿ â òî÷êå A

(ïðÿìûì ñðàâíåíèåì â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî óñòàíîâèòü, êàêèå ÷à-
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ñû îòñòàíóò). Íî â ýòîì ñëó÷àå òåðÿåòñÿ ðàâíîïðàâèå ñèñòåì K è K ′,
òàê êàê ñèñòåìà, ñâÿçàííàÿ ñ ÷àñàìè â òî÷êå A′, õîòÿ áû íà íåêî-
òîðûõ ó÷àñòêàõ òðàåêòîðèè íå áóäåò èíåðöèàëüíîé (íà çàìêíóòîé
òðàåêòîðèè íåâîçìîæíî ïîñòîÿííîå ðàâíîìåðíîå è ïðÿìîëèíåéíîå
äâèæåíèå íà âñåõ ó÷àñòêàõ òðàåêòîðèè). Â îáùåé òåîðèè îòíîñè-
òåëüíîñòè ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îòñòàâàíèå ÷àñîâ, ðàñïîëî-
æåííûõ â òî÷êå A′, îò ÷àñîâ, ïîêîÿùèõñÿ â òî÷êå A, áóäåò ðåàëüíûì
("ïàðàäîêñ áëèçíåöîâ"). Äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâîñòè îòñòàâà-
íèÿ äâèãàâøèõñÿ ïî çàìêíóòîé òðàåêòîðèè ÷àñîâ èìååò îãðîìíîå
çíà÷åíèå.

Óñòðàíèì ñîìíåíèÿ, çàêëþ÷àþùèåñÿ â òîì, ÷òî ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû âîçìîæíî
ñïðàâåäëèâû ëèøü äëÿ îïèñàííûõ íàìè ÷àñîâ, â êîòîðûõ ìåæäó çåðêàëàìè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
ñâåòîâîé ñèãíàë. Äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû â êàêîé-ëèáî ñèñòåìå îòñ÷åòà ïîêàçàíèÿ îïèñàííûõ
÷àñîâ è ÷àñîâ êàêîé-ëèáî äðóãîé êîíñòðóêöèè ñîâïàäàëè. Åñëè áû ïðè ïåðåõîäå â äðóãóþ ñè-
ñòåìó îòñ÷åòà èõ ïîêàçàíèÿ ðàñõîäèëèñü, òî ìû áû ïîëó÷èëè ñïîñîá, ïîçâîëÿþùèé îòëè÷àòü
îäíó èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà îò äðóãîé(èõ). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïåðâîìó ïîñòóëàòó.

Òàê êàê â êà÷åñòâå "÷àñîâ" äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà ìîæåò
áûòü âûáðàí ëþáîé ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå
ïðîöåññû (õèìè÷åñêèå, áèîëîãè÷åñêèå, ôèçè÷åñêèå è äð.) íåçàâèñè-
ìî îò èõ ïðèðîäû â ñèñòåìå K ′ îêàæóòñÿ çàìåäëåííûìè ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ òàêèìè æå ïðîöåññàìè â ñèñòåìå K. Ðå÷ü, ïî ñóùåñòâó,
èäåò íå î êîíêðåòíûõ ÷àñàõ, à îá îáùèõ ñâîéñòâàõ âðåìåíè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òîò æå îïûò, íî ñ çåðêàëàìè, ðàñïîëîæåííû-
ìè îðòîãîíàëüíî ê îñè x′ (ðèñ. 4). Â K ′-ñèñòåìå ∆t′ = 2l′/c, ãäå
l′ = x′B − x′A � äëèíà ñòåðæíÿ, íà êîíöàõ êîòîðîãî óñòàíîâëåíû
íåïîäâèæíûå â K ′-ñèñòåìå çåðêàëà. Â K-ñèñòåìå

∆t =
l

c− V
+

l

c + V
=

2l

c[1− (V/c)2]
,

ãäå l � äëèíà (â Ê-ñèñòåìå) äâèæóùåãîñÿ ñòåðæíÿ ñ çåðêàëàìè.
6

-
¤£ ¡¢-¾

y′

x′
Ðèñ. 4

−→ V Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (1) ïîëó÷èì

l = l′ ·
√

1− (V/c)2 . (4.1.2)
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Ïðîäîëüíûå ðàçìåðû äâèæóùåãîñÿ òåëà ñîêðàùàþòñÿ â γ ðàç
ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè â ñèñòåìå, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé òåëî
ïîêîèòñÿ (γ = 1/

√
1− (V/c)2).

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíûå ðàçìåðû òåëà â íàïðàâëåíèè äâè-
æåíèÿ, êîòîðûå â íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå ñ÷èòàëèñü íåèçìåí-
íûìè (àáñîëþòíûìè), îêàçûâàþòñÿ âåëè÷èíàìè îòíîñèòåëüíûìè,
ò. å. çàâèñÿùèìè îò òîãî, â êàêîé ñèñòåìå îòñ÷åòà îíè áóäóò èçìåðå-
íû.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî l′ = x′B − x′A, ãäå êîîðäèíàòû êîíöîâ ñòåðæíÿ
x′A è x′B ìîãóò áûòü èçìåðåíû â îäèí è òîò æå èëè ðàçíûå ìîìåíòû
âðåìåíè (âåäü ñòåðæåíü ïîêîèòñÿ â K ′-ñèñòåìå), à l = xB − xA,
ãäå êîîðäèíàòû êîíöîâ äâèæóùåãîñÿ ñòåðæíÿ xA è xB îáÿçàòåëüíî
äîëæíû áûòü èçìåðåíû â îäèí è òîò æå (÷àñàì ñèñòåìû K) ìîìåíò
âðåìåíè.

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî âñå èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷åòà àá-
ñîëþòíî ðàâíîïðàâíû è, åñëè òåëî ïîêîèòñÿ â ñèñòåìå K, òî åãî
äëèíà â ñèñòåìå K ′ áóäåò ìåíüøå, ÷åì â ñèñòåìå K â òàêîì æå îò-
íîøåíèè. Ñîêðàùåíèå äëèíû â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ èìååò ÷èñòî
êèíåìàòè÷åñêèé õàðàêòåð è íå ñâÿçàíî ñ ïîÿâëåíèåì â òåëå êàêèõ-
ëèáî äåôîðìàöèé. Â ýòîì ñìûñëå ìîæíî ãîâîðèòü î íåäåôîðìèðó-
åìîì òåëå â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Ñàìî æå ïîíÿòèå àáñîëþòíî
òâåðäîãî òåëà íåñîâìåñòèìî ñ òåîðèåé îòíîñèòåëüíîñòè äàæå êàê
íåêîòîðàÿ èäåàëèçàöèÿ, òaê êàê ïðè ýòîì ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü
ïåðåäà÷è ñèãíàëà ñ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ñêîðîñòüþ.

Çàìåòèì, ÷òî ðàñïðîñòðàíåííûå ôîðìóëèðîâêè "êàæóùååñÿ ñî-
êðàùåíèå äëèíû" è "êàæóùååñÿ èçìåíåíèå õîäà ÷àñîâ" ÿâëÿþòñÿ
íåóäà÷íûìè. Ýòèìè òåðìèíàìè ñòðåìÿòñÿ ïîä÷åðêíóòü ÷èñòî êèíå-
ìàòè÷åñêèé õàðàêòåð äàííûõ èçìåíåíèé. Ìåæäó òåì èçìåíåíèå äëè-
íû è õîäà ÷àñîâ ïðåäñòàâëÿåò ðåàëüíûé è îáúåêòèâíûé ôàêò, íèêàê
íå ñâÿçàííûé ñ îïòè÷åñêèìè èëè êàêèìè-ëèáî äðóãèìè èëëþçèÿìè
íàáëþäàòåëÿ. Åñòåñòâåííî, âñå çíà÷åíèÿ äëèíû èëè ïðîìåæóòêîâ
âðåìåíè, ïîëó÷åííûå â ðàçíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, ðàâíîïðàâíû. Âñå
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îíè "ïðàâèëüíûå". Òðóäíîñòü ïîíèìàíèÿ äàííûõ óòâåðæäåíèé ñâÿ-
çàíà èñêëþ÷èòåëüíî ñ íàøåé ïðèâû÷êîé ñ÷èòàòü ïîíÿòèÿ äëèíû è
ïðîìåæóòêà âðåìåíè àáñîëþòíûìè, òîãäà êàê â äåéñòâèòåëüíîñòè
ýòî ïîíÿòèÿ îòíîñèòåëüíûå. Áåññìûñëåííî ñòàâèòü âîïðîñ, êàêàÿ
äëèíà èëè ïðîìåæóòîê âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ èñòèííûìè. Ïîíÿòèÿ äëè-
íû è ïðîìåæóòêà âðåìåíè òàê æå îòíîñèòåëüíû, êàê ïîíÿòèÿ ïîêîÿ
è äâèæåíèÿ.
4.2 . Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà. Ðåëÿòèâèñòñêèå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ ñêîðîñòè. Èíòåðâàë. 4-âåêòîðû

Ýéíøòåéíîì òàêæå áûëè óêàçàíû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è
âðåìåíè, êîòîðûå, â ñîîòâåòñòâèè ñ åãî ïîñòóëàòàìè, äîëæíû çàìå-
íèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ. Îíè áûëè ê òîìó âðåìåíè íàéäåíû
Ëàðìîðîì è íåçàâèñèìî îò íåãî � Ëîðåíöîì, êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ,
êîòîðûì äîëæíû ïîä÷èíÿòüñÿ êîîðäèíàòû è âðåìÿ ïðè ïåðåõîäå ê
äðóãèì èíåðöèàëüíûì ñèñòåìàì îòñ÷åòà, ÷òîáû ñîõðàíèòü ïðè ýòîì
íåèçìåííûì âèä óðàâíåíèé ýëåêòðîäèíàìèêè Ìàêñâåëëà â ïóñòîòå.
Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èëè íàçâàíèå ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà.

Ïóñòü x, y, z è x′, y′, z′ � êîîðäèíàòû íåêîòîðîé òî÷êè â ñè-
ñòåìàõ îòñ÷åòà K è K ′ ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 5). Òàê êàê ïîïåðå÷íûå
ðàçìåðû íå èçìåíÿþòñÿ, òî y′ = y, z′ = z. Ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà
x ñêëàäûâàåòñÿ èç ðàññòîÿíèÿ V t äî íà÷àëà îòñ÷åòà O′ ñèñòåìû K ′

è ñîêðàùåííîé äëèíû äâèæóùåãîñÿ îòðåçêà O′x′:

--

6 6
y y′

x

x′O O′
¾ -V t

qq

→ V

Ðèñ. 5

x = V t +
√

1− (V/c)2 · x′ ⇒

⇒ x′ = x− V t√
1− (V/c)2

. (4.2.1)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ çàìåíàìè x ↔ x′, t ↔ t′,
V ↔ −V è èìååò âèä

x =
x′ + V t′√
1− (V/c)2

.
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Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â ñîîòíîøåíèå (1), ïîëó÷èì

t =
t′ + V x′/c2

√
1− (V/c)2

.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

t′ =
t− V x/c2

√
1− (V/c)2

.

Â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè íåêîòîðûå êîìáèíàöèè âåëè÷èí äîñòà-
òî÷íî ÷àñòî ïîâòîðÿþòñÿ. Äëÿ áîëåå êîìïàêòíîãî îïèñàíèÿ îáùå-
ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

β =
V

c
è γ =

1√
1− (V/c)2

=
1√

1− β2 .

Âåëè÷èíà β ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòíîøåíèå ñêîðîñòè ê ñêîðîñòè ñâå-
òà, ò. å. ñêîðîñòü, âûðàæåííóþ â åäèíèöàõ ñêîðîñòè ñâåòà. Åñòå-
ñòâåííî, ÷òî âñåãäà β ≤ 1. Âåëè÷èíà γ, âñåãäà áîëüøàÿ èëè ðàâíàÿ
åäèíèöå íîñèò íàçâàíèå ëîðåíö-ôàêòîðà èëè ðåëÿòèâèñòñêîãî ôàê-
òîðà.

Òîãäà ïðÿìûå è îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà óäîáíî çàïè-
ñàòü â âèäå

x = γ(x′ + V t′), y = y′, z = z′, t = γ(t′ +
V

c2x
′) ;

x′ = γ(x− V t), y′ = y, z′ = z, t′ = γ(t− V

c2x) . (4.2.2)

Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðè÷íû, îòëè÷àÿñü, åñòåñòâåííî, ëèøü
çíàêîì ïðè V . Ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ ïîòåðÿëè ñâîþ îáîñîáëåííîñòü.
Ïðîñòðàíñòâåííûå è âðåìåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îêàçàëèñü âçàèìî-
çàâèñèìûìè. Âðåìÿ âõîäèò â ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò;
êîîðäèíàòû, â ñâîþ î÷åðåäü, âõîäÿò â ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ âðå-
ìåíè. Èñ÷åçëî "àáñîëþòíîå" âðåìÿ, îäèíàêîâîå äëÿ âñåõ ñèñòåì îò-
ñ÷åòà. Åãî íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü áåçîòíîñèòåëüíî ê ñèñòåìå îòñ÷åòà.
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Òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ äîëæíû áûòü çàìåíåíû åäè-
íûì ÷åòûðåõìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì.

Îïðåäåëèì ñâÿçü ìåæäó êîìïîíåíòàìè ñêîðîñòè ÷àñòèöû â ðàç-
íûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà. Èç ñîîòíîøåíèé (2) íàõîäèì

dx = γ(dx′ + V dt′), dy = dy′, dz = dz′, dt = γ(dt′ +
V

c2dx′)

è ðåëÿòèâèñòñêèé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè v =
dr/dt â K-ñèñòåìå ÷åðåç êîìïîíåíòû ñêîðîñòè v′ = dr′/dt′ â K ′-
ñèñòåìå:

vx =
v′x + V

1 + v′xV/c2 , vy =
v′y

√
1− β2

1 + v′xV/c2 , vz =
v′z

√
1− β2

1 + v′xV/c2 . (4.2.3)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé v ↔ v′, V → −V :

v′x =
vx − V

1− vxV/c2 , v′y =
vy

√
1− β2

1− vxV/c2 , v′z =
vz

√
1− β2

1− vxV/c2 . (4.2.4)

Çàìå÷àòåëüíî òî, ÷òî ïðè ìàëûõ (V ¿ c) ñêîðîñòÿõ ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü âåëè÷èíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, è òîãäà

x ' x′ + V t, vx ' v′x + V, t′ ' t,

÷òî ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ. Ðåëÿòèâèñò-
ñêàÿ ìåõàíèêà íå îòâåðãàåò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ, à âêëþ÷àåò èõ
â èñòèííûå çàêîíû � ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà � êàê ÷àñòíûé ñëó-
÷àé, ñïðàâåäëèâûé ïðè ñêîðîñòÿõ äâèæåíèÿ âåñüìà ìàëûõ ïî ñðàâ-
íåíèþ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà. Â ýòîì ïðîÿâëÿåòñÿ îáùàÿ âçàèìîñâÿçü
ìåæäó òåîðèåé îòíîñèòåëüíîñòè è çàêîíàìè íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõà-
íèêè. Ïîñëåäíèå ÿâëÿþòñÿ íåðåëÿòèâèñòñêèì ïðèáëèæåíèåì çàêî-
íîâ òåîðèè îòíoñèòåëüíîñòè. Èíà÷å ãîâîðÿ, âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï
ñîîòâåòñòâèÿ � îáùåå ïîëîæåíèå, ñîãëàñíî êîòîðîìó, ëþáàÿ íîâàÿ
òåîðèÿ, ïðåòåíäóþùàÿ íà áîëåå ãëóáîêîå îïèñàíèå è/èëè íà áîëåå
øèðîêóþ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè, ÷åì ñòàðàÿ, äîëæíà âêëþ÷àòü
ïîñëåäíþþ êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé.
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Èç ôîðìóë ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ñêîðîñòåé íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíû óãëîâ çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíûå è èç-
ìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû ê äðóãîé.
Ïîñêîëüêó

tg α = vy/vx,

ãäå α � óãîë, îáðàçóåìûé âåêòîðîì ñêîðîñòè ÷àñòèöû ñ îñüþ x, èç
ñîîòíîøåíèé (3) íàõîäèì

tg α =
v′ sin α′

√
1− β2

v′ cos α′ + V
, (4.2.5)

ãäå ïðîâåäåíû çàìåíû v′x = v′ cos α′, v′y = v′ sin α′.
Èòàê, ñêîðîñòü ñâåòà â ïóñòîòå â îòëè÷èå îò ëþáûõ äðóãèõ ñêî-

ðîñòåé ïðèîáðåëà ñòàòóñ àáñîëþòíîé. Ëèíåéíûå æå ðàçìåðû è ïðî-
ìåæóòêè âðåìåíè ìåæäó ñîáûòèÿìè ïðåâðàòèëèñü èç àáñîëþòíûõ
âåëè÷èí â îòíîñèòåëüíûå. Íà "ñìåíó" èì ïðèøëî ïîíÿòèå èíòåðâà-
ëà, ðàçäåëÿþùåãî äâà ñîáûòèÿ.

Èíòåðâàëîì s12 ìåæäó äâóìÿ ñîáûòèÿìè (t1, r1) è (t2, r2) íàçû-
âàåòñÿ âåëè÷èíà

s12 =
√

c2(t2 − t1)2 − (r2 − r1)2 . (4.2.6)

Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî äàííàÿ âåëè÷èíà èí-
âàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (1) è ïîâîðîòîâ
îñåé êîîðäèíàò è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå â ëþ-
áîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.

Ïóñòü äâóìÿ ñîáûòèÿìè ÿâëÿþòñÿ ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû â äâà áëèç-
êèõ ìîìåíòà âðåìåíè (t, r) è (t + dt, r + dr). Ñîîòâåòñòâóþùèé èí-
òåðâàë ìåæäó ýòèìè ñîáûòèÿìè áóäåò ds =

√
(cdt)2 − (dr)2. Äàäèì

òåïåðü íåñêîëüêî îòëè÷íîå îò ïðåæíåãî îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííîãî
âðåìåíè τ , ïîëîæèâ

dτ =
ds

c
=

√
1− (dr/cdt)2 · dt =

√√√√1− v2

c2 · dt =
√

1− β2 · dt. (4.2.7)
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ßñíî, ÷òî dτ ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì âðåìåíåì dt â ñèñòåìå îòñ÷å-
òà, â êîòîðîé ÷àñòèöà ïîêîèòñÿ. Âìåñòå ñ òåì, ñîáñòâåííîå âðåìÿ
dτ óäîáíî òåì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà
(ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ, ãäå ds è c � èíâàðèàíòû).

Â äàëüíåéøåì óäîáíî îò ïåðåìåííîé t ïåðåéòè ê ïåðåìåííîé xo =
ct; ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ïðèìóò âèä

xo = γ(x′o +
V

c
x′), x = γ(x′ +

V

c
x′o), y = y′, z = z′. (4.2.8)

Ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò è ìîìåíòîâ âðåìåíè
ïðèíÿòî íàçûâàòü ÷åòûðåõìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì.
Òî÷êà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ 4-ðàäèóñ-âåêòîðîì

rµ = (xo, x, y, z) = (xo, r),

à ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè � èíòåðâàëîì s12:

s12 =
√

(xo2 − xo1)2 − (r2 − r1)2.

Â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ è äðóãèå 4-âåêòîðû. Íàáîð
âåëè÷èí

Aµ = (Ao, Ax, Ay, Az) = (Ao,A)

íàçûâàåòñÿ 4-âåêòîðîì, åñëè ïðè âðàùåíèÿõ è ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëî-
ðåíöà âåëè÷èíû Aµ ïðåîáðàçóþòñÿ òàê æå, êàê è êîìïîíåíòû rµ, ò.
å.

Ao = γ(A′
o +

V

c
A′

x), Ax = γ(A′
x +

V

c
A′

o), Ay = A′
y, Az = A′

z.

(4.2.9)
Êâàäðàò 4-âåêòîðà ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî êâàäðàòó èíòåð-

âàëà, ò. å. A2
µ = A2

o − A2, è ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïðåîáðàçîâà-
íèé Ëîðåíöà. Âåëè÷èíà AµBµ = AoBo − AB ìîæåò áûòü íàçâàíà
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 4-âåêòîðîâ Aµ è Bµ è òàêæå ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòîì ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà.
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Íàïðèìåð, îòíîøåíèå uµ = drµ/dτ ÿâëÿåòñÿ 4-âåêòîðîì. Äàííóþ
âåëè÷èíó (uµ) íàçûâàþò 4-ñêîðîñòüþ. Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (2)
êîìïîíåíòû uµ èìåþò âèä

uµ = (uo,u) =
( c√

1− v2/c2
,

v√
1− v2/c2

)
, (4.2.10)

à êâàäðàò 4-ñêîðîñòè

u2
µ = u2

o − u2 =
( c√

1− v2/c2

)2 −
( v√

1− v2/c2

)2
= c2. (4.2.11)

Â ïîñëåäíåé ôîðìóëå èíâàðèàíòíîñòü êâàäðàòà 4-âåêòîðà ñêî-
ðîñòè îñîáåííî íàãëÿäíà.

Íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ââåäåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ î ÷åòûðåõ-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìååò äîñòàòî÷íî ôîðìàëüíûé õàðàêòåð.
Îíî îòíþäü íå ðàâíîçíà÷íî óòâåðæäåíèþ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåàëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà ÷åòûðåõ èçìåðåíèé. Òåì íå ìåíåå ââåäåíèå âðåìåíí�îé
êîîðäèíàòû x◦ èìååò ãëóáîêèé ôèçè÷åñêèé ñìûñë, âûðàæàÿ íåðàç-
ðûâíóþ ñâÿçü ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè, êîòîðûå äî ðåëÿòèâèñòñêîé
ìåõàíèêè âîñïðèíèìàëèñü ñîâåðøåííî îáîñîáëåííî.

Ãåîìåòðèÿ çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ
òî÷êàìè. Â åâêëèäîâîì ìèðå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ñ
êîîðäèíàòàìè (x1, y1, z1) è (x2, y2, z2) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

l212 = (x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2 + (z2 − z1)
2.

Â ÷åòûðåõìåðíîì ìèðå âðåìÿ è êîîðäèíàòû ëþáîãî ñîáûòèÿ
(t, x, y, z) òàêæå çàäàþò íàì "ìèðîâóþ" òî÷êó è ìîæíî ââåñòè ïî-
íÿòèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ìèðîâûìè òî÷êàìè, íàçûâàåìîå èí-
òåðâàëîì1. Îíî â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä:

s2
12 = c2(t2 − t1)

2 − (x2 − x1)
2 − (y2 − y1)

2 − (z2 − z1)
2 =

= c2(t2 − t1)
2 − l212 . (4.2.12)

1 Îòêðûòèå èíâàðèàíòíîñòè èíòåðâàëà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà ïðèíàäëåæèò À.
Ïóàíêàðå.
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Òàê êàê â âûðàæåíèå (12) âðåìåííàÿ è ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòè âõî-
äÿò ñ ðàçíûìè çíàêàìè, òî áûëî ïðåäëîæåíî òàêîå ïðîñòðàíñòâî
íàçûâàòü ïñåâäîåâêëèäîâûì.

Âûðàæåíèå (12) äëÿ èíòåðâàëà íå ñëåäóåò èç êàêèõ-ëèáî áîëåå
îáùèõ ïðèíöèïîâ. Îíî ñàìî âûðàæàåò ôóíäàìåíòàëüíûé ïðèíöèï
ñîâðåìåííîé ôèçèêè � ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ åäèíî, è ãåîìåòðèÿ
åãî îïðåäåëÿåòñÿ èíòåðâàëîì (6).

Âîò ýòîò êà÷åñòâåííûé øàã â îáúåäèíåíèå ïðîñòðàíñòâà è âðåìå-
íè â îäíî öåëîå è ââåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ãåîìåòðèè è åñòü, ïî
ñóùåñòâó, ãëàâíîå ñîäåðæàíèå òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Ýòèì îòêðû-
òèåì ìû îáÿçàíû òàêæå À. Ïóàíêàðå è Ã. Ìèíêîâñêîìó. Èì ïåð-
âûì ïðèíàäëåæèò îñîçíàíèå òîãî, ÷òî âñå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû ïðî-
òåêàþò â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, ãåîìåòðèÿ êîòîðîãî ïñåâäîåâêëè-
äîâà. Ýéíøòåéí î÷åíü âûñîêî îòîçâàëñÿ î ðàáîòàõ Ìèíêîâñêîãî,
". . . áåç êîòîðûõ îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè. . . , áûòü ìîæåò, îñ-
òàâàëàñü áû â çà÷àòî÷íîì ñîñòîÿíèè".

Ñîáñòâåííîå âðåìÿ. Êàê ñëåäóåò èç âûøåñêàçàííîãî, ñ êàæäûì ìàòåðèàëüíûì
òåëîì ñâÿçàíî åãî ñîáñòâåííîå âðåìÿ (âðåìÿ â ñèñòåìå îòñ÷åòà æåñòêî ñâÿçàííîé ñ òåëîì).
Ñîáñòâåííîå âðåìÿ íå èìååò îòíîøåíèÿ ê ñèñòåìàì îòñ÷åòà, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ
äâèæåíèå òåëà. Ñîáñòâåííîå âðåìÿ åñòü âåëè÷èíà àáñîëþòíàÿ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ðàâíîìåð-
íîãî è ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ òåëà ñî ñêîðîñòüþ u îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ñèñòåìû K.
Ñâÿæåì ñ òåëîì ñèñòåìó K∗; âðåìÿ â ýòîé ñèñòåìå ñîáñòâåííîå, êîòîðîå ìû áóäåì, êàê è
ðàíåå, îáîçíà÷àòü ÷åðåç τ . Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (4.1.1), ïðîìåæóòîê âðåìåíè
ìåæäó äâóìÿ ñîáûòèÿìè â ñèñòåìå K∗

τ2 − τ1 =
√

1− u2/c2 (t2 − t1),

ãäå t2 − t1 � ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó ýòèìè æå ñîáûòèÿìè â K-ñèñòåìå. Òàê êàê u =
(x2 − x1)/(t2 − t1), ãäå x1, x2 � êîîðäèíàòû ýòèõ ñîáûòèé â K-ñèñòåìå ñîîòâåòñòâåííî, òî

(τ2 − τ1)2 =
(

1− (x2 − x1)2

c2(t2 − t1)2

)
(t2 − t1)2 = (t2 − t1)2 − (x2 − x1)2

c2
. (A)

Ïóñòü òåïåðü íåêàÿ èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà K ′ äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî K-ñèñòåìû
ñî ñêîðîñòüþ V (îñè ñèñòåì K,K ′ ñîíàïðàâëåíû ñ îñÿìè K∗-ñèñòåìû). Òîãäà èç ïðåîáðàçîâà-
íèé Ëîðåíöà

(x2 − x1)2 = γ2[(x′2 − x′1) + V (t′2 − t′1)]
2 è (t2 − t1)2 = γ2[(t′2 − t′1) +

V

c2
(x′2 − x′1)]

2.

Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â ñîîòíîøåíèå (A), ïîëó÷èì

(τ2 − τ1)2 = (t′2 − t′1)
2 − (x′2 − x′1)

2

c2
.
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Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíåå ñ âûðàæåíèåì (A) ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî èíòåðâàë ñîáñòâåííîãî âðå-
ìåíè âûðàæàåòñÿ ñîâåðøåííî îäèíàêîâî è èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå â ëþáîé ñèñòåìå
îòñ÷åòà. Âåëè÷èíû, íå ìåíÿþùèåñÿ ïðè ïåðåìåíå ñèñòåìû îòñ÷åòà, íàçûâàþò èíâàðèàíòàìè.
(Ïîäðîáíåå ñì. â Ïðèëîæåíèè I). Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ è ñîáñòâåííàÿ
äëèíà l0 = γl.

Ôîðìóëó dτ = dt
√

1− (u/c)2 ìîæíî ïðèìåíÿòü è ê íåðàâíîìåðíûì äâèæåíèÿì:

τ2 − τ1 =

t2∫

t1

√
1− u(t)2

c2
dt.

Â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

dτ2 = dt2 − 1
c2

(dx2 + dy2 + dz2).

Îòñþäà ñëåäóåò è èíâàðèàíòíîñòü èíòåðâàëà

S1,2 =
√

c2(t2 − t1)2 − [(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2] =
√

c2(t2 − t1)2 − (r2 − r1)2.
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ËÅÊÖÈß 11
4.3 . Ðåëÿòèâèñòñêèå ýíåðãèÿ è èìïóëüñ

Íåðåëÿòèâèñòñêèé èìïóëüñ mv = mdr/dt íå ñîäåðæèò êàêèõ-
ëèáî îãðàíè÷åíèé ïî ñêîðîñòè è íå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé êîìïîíåí-
òîé êàêîãî-ëèáî 4-âåêòîðà. Ïîýòîìó çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî íåðå-
ëÿòèâèñòñêîãî èìïóëüñà çàìêíóòîé ñèñòåìû, ñòðîãî ãîâîðÿ, íàðó-
øàåòñÿ ïðè ïåðåõîäàõ ê äðóãèì èíåðöèàëüíûì ñèñòåìàì îòñ÷åòà.
Åñòåñòâåííîå ðåëÿòèâèñòñêîå îáîáùåíèå èìïóëüñà ñîñòîèò â çàìåíå
ñêîðîñòè v íà 4-ñêîðîñòü uµ (7.5). Òîãäà 4-èìïóëüñ

pµ = (po,p) = muµ; p◦ =
mc√

1− v2/c2
; p =

mv√
1− v2/c2

. (4.3.1)

Âñå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïîäòâåðæäàþò, ÷òî ïðè ðåëÿòè-
âèñòñêèõ ñîóäàðåíèÿõ è ðàñïàäàõ èìååò ìåñòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîë-
íîãî 4-èìïóëüñà çàìêíóòîé ñèñòåìû:

∑

i

(pµ)i =
∑

j

(p′µ)j , (4.3.2)

ãäå ñóììèðîâàíèå â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (ïî i) ïðîâîäèòñÿ ïî èñ-
õîäíûì ÷àñòèöàì (äî ðàñïàäà èëè ñòîëêíîâåíèÿ), à ñóììèðîâàíèå
ñïðàâà (ïî j) � ïî êîíå÷íûì ÷àñòèöàì (ïîñëå ðàñïàäà, ñîóäà-
ðåíèÿ).

Âûÿñíèì, êàêîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìååò ñêàëÿðíàÿ êîìïîíåíòà
p◦ 4-èìïóëüñà pµ. Èç p2

µ = p2
o − p2 = const ñëåäóåò:

c
dpo

dt
= v

dp

dt
→ d

dt

mc2
√

1− v2/c2
= Fv,

èëè
d


 mc2

√
1− v2/c2


 = Fvdt = dA.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (2.6.1) ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà (dA) íàä
÷àñòèöåé ðàâíà ïðèðàùåíèþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (dεk) ïîñëåäíåé.
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Ïîëàãàÿ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ íåïîäâèæíîé ÷àñòèöû ðàâíîé íóëþ,
ïîëó÷àåì:

εk =
mc2

√
1− v2/c2

−mc2 = (γ − 1)mc2 . (4.3.3)

Ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ (v ¿ c) çíà÷åíèå εk ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì
äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:

εk =
mc2

√
1− v2/c2 −mc2 ' mc2(1 +

1

2
· v

2

c2 )−mc2 =
mv2

2
.

Åñòåñòâåííî ïðè ýòîì ïîëàãàòü çíà÷åíèå
ε◦ = mc2 (4.3.4)

ðàâíûì ýíåðãèè ïîêîÿùåéñÿ ÷àñòèöû (ýíåðãèè ïîêîÿ).
Òîãäà ïîëíàÿ ðåëÿòèâèñòñêàÿ ýíåðãèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû (ε) ìî-

æåò áûòü îïðåäåëåíà êàê

ε = εk + ε◦ =
mc2

√
1− v2/c2 = γmc2 , dε = dεk. (4.3.5)

4-âåêòîð pµ òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü â âèäå pµ = (ε/c, p), óïîòðå-
áèòåëüíî è íàçâàíèå "4-âåêòîð ýíåðãèè�èìïóëüñà".

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ äëÿ çàìêíóòûõ ñèñòåì ïîëíîãî 4-âåêòîðà ýíåð-
ãèè�èìïóëüñà (2) åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåò íåðåëÿòèâèñò-
ñêèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ýíåðãèè.

Ñðàâíèâàÿ êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ýíåðãèè�èìïóëüñà
ε

c
=

mc√
1− v2/c2

è p =
mv√

1− v2/c2
, (4.3.6)

ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ, ÷àñòî èñïîëüçóåìûå ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ
çàäà÷

p = εv/c2, èëè pc = εv/c .

Äðóãèå, íå ìåíåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå âûðàæåíèÿ ïîëó÷àåì, èñõîäÿ
èç èíâàðèàíòíîñòè âåëè÷èíû p2

µ. Òîãäà

p2
µ =

ε2

c2 − p2 =
ε′2

c2 − p′2 = const.
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíòû ñâÿæåì øòðèõîâàííóþ ñèñòåìó ñ ÷àñ-
òèöåé, òîãäà ε′ = εo = mc2, p′ = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

p2
µ = m2c2 , èëè ε2 − p2c2 = m2c4 . (4.3.7)

Èç ñîîòíîøåíèé (6)�(7) â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå v ¿ c ïîëó÷èì

ε = mc2 +
1

2
mv2 +

3

8
m

v4

c2 + ... ïðè v ¿ c εk → 1

2
mv2, (4.3.8)

à â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå ïðè c− v ¿ c, èëè ε À mc2

ε =| p | ·c +
m2c3

2 | p | + ... → εk = ε−mc2 ' ε. (4.3.9)

Òàê êàê âåëè÷èíû ε/c è p � êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà pµ, òî çàêîíû
èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ íàì óæå èçâåñòíû (ñì. (4.2.9)):

ε = γ(ε′ + V p′x), px = γ(p′x +
V

c2ε
′), py = p′y, pz = p′z ;

ε′ = γ(ε− V px), p′x = γ(px − V

c2ε), p′y = py, p′z = pz . (4.3.10)

Èç-çà ðàçëè÷èÿ â ñîêðàùåíèè ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ ðàçìå-
ðîâ îïðåäåëåíèå öåíòðà èíåðöèè (2.4.1) íå ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêè
èíâàðèàíòíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî â ðàçíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà öåíòð
èíåðöèè ìîæåò çàíèìàòü ðàçëè÷íîå ïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî ÷àñòèö
ñèñòåìû. Â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå íàõîæäåíèå öåíòðà èíåðöèè ìà-
ëî êîíñòðóêòèâíî. Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå â ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíè-
êå ñèñòåì öåíòðà èíåðöèè çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò îïèñàíèå ðÿäà
âîïðîñîâ è ðåøåíèå ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì ïîä ñè-
ñòåìîé öåíòðà èíåðöèè ñëåäóåò ïîíèìàòü ñèñòåìó îòñ÷åòà, â
êîòîðîé ñóììàðíûé èìïóëüñ ÷àñòèö ñèñòåìû ðàâåí íóëþ.

Îòìåòèì, ÷òî ðåëÿòèâèñòñêàÿ ñèëà

F =
dp

dt
= mγa + mγ3 (av)v

c2 , γ = (1− v2/c2)−1/2
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â îáùåì ñëó÷àå íå ñîâïàäàåò ïî íàïðàâëåíèþ ñ óñêîðåíèåì è îêàçû-
âàåòñÿ çàâèñÿùåé íå òîëüêî îò óñêîðåíèÿ (a), íî è îò ñêîðîñòè (v).

Â ÷àñòíîñòè, F = mγ3a ïðè v ‖ a è F = mγa ïðè v ⊥ a.
Íåëüçÿ ïîýòîìó â ðåëÿòèâèñòñêîì ïîäõîäå ââåñòè ïîíÿòèå ìàññû
êàê íåêîòîðîãî "êîýôôèöèåíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè" ìåæäó ñèëîé
è óñêîðåíèåì; â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ñèëà íåèçáåæíî çàâèñèò
îò ñêîðîñòè.

Èíîãäà îïðåäåëÿþò ðåëÿòèâèñòñêèé èìïóëüñ êàê p = mv, ãäå
"ðåëÿòèâèñòñêàÿ ìàññà" m = γm◦. Ýòî ïîðîæäàåò ðÿä íåäîðàçó-
ìåíèé. Ñîìíîæèòåëü γ ïîÿâëÿåòñÿ èç 4-ñêîðîñòè, îòíîñèòñÿ ê 4-
âåêòîðó ýíåðãèè�èìïóëüñà â öåëîì, êî âñåì åãî êîìïîíåíòàì, à íå
òîëüêî ê ìàññå. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå îáîñíîâàííûì ïîëàãàòü, ÷òî ó
÷àñòèöû åñòü ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà � ìàññà
(âîçìîæíî, è ðàâíàÿ íóëþ).

4.4 . Ôîòîí. Àáåððàöèÿ ñâåòà, Ýôôåêò Äîïëåðà
Ñîãëàñíî ïîëåâîé òåîðèè, âñÿêîå âçàèìîäåéñòâèå îñóùåñòâëÿåòñÿ

÷åðåç ïîñðåäñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëåé. Â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðî-
äèíàìèêå ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ âåùåñòâà ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïî-
ëåì � ýòî ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ âåùåñòâà ñ ýëåêòðîìàãíèòíûìè
âîëíàìè. Ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñóïåðïîçè-
öèÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ
îïðåäåëåííîé äëèíîé (÷àñòîòîé) è àìïëèòóäîé. Â ÷àñòíîñòè, ñâåò,
êàê ýòî ñëåäóåò èç êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè, ïðåäñòàâëÿåò èç
ñåáÿ ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû ñ äëèíàìè, âîñïðèíèìàåìûìè ÷åëî-
âå÷åñêèì ãëàçîì, ò. å. ïðèáëèçèòåëüíî îò 400 äî 750 íì. Âîëíîâûå
ñâîéñòâà ñâåòà áûëè óñòàíîâëåíû çàäîëãî äî óÿñíåíèÿ åãî ýëåêòðî-
ìàãíèòíîé ïðèðîäû (ÿâëåíèÿ èíòåðôåðåíöèè è äèôðàêöèè ñâåòà).

Îáû÷íî, êðîìå âèäèìîé îáëàñòè, â ñâåòîâîé äèàïàçîí âêëþ÷à-
þò è ïðèìûêàþùèå îáëàñòè ñïåêòðà ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí � èí-
ôðàêðàñíóþ è óëüòðàôèîëåòîâóþ. Ñâåòîâàÿ îáëàñòü íå èìååò ïðèí-
öèïèàëüíûõ îòëè÷èé îò äðóãèõ îáëàñòåé ñïåêòðà ýëåêòðîìàãíèòíûõ
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âîëí, îäíàêî èìåííî â ñâåòîâîì äèàïàçîíå íà÷èíàåò ïðîÿâëÿòüñÿ
êâàíòîâûé õàðàêòåð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Âïåðâûå (1900 ã.) ãèïîòåçó î äèñêðåòíîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî èç-
ëó÷åíèÿ âûñêàçàë Ì. Ïëàíê. Ñîãëàñíî ýòîé ãèïîòåçå, ïðè èçëó÷åíèè
èëè ïîãëîùåíèè ñâåòà âåùåñòâîì ýíåðãèÿ ïîëÿ ìîæåò âîçðàñòàòü
èëè óáûâàòü òîëüêî ïîðöèÿìè âåëè÷èíîé ε = h̄ω, ãäå h̄ = h/2π =
1, 054·10−27 � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà (h), ïîäåëåííàÿ íà 2π, ω � óãëîâàÿ
÷àñòîòà. Äðóãèìè ñëîâàìè, âåùåñòâî ìîæåò ïîãëîùàòü è èçëó÷àòü
ýíåðãèþ òîëüêî êîíå÷íûìè ïîðöèÿìè.

Ñëåäóþùèé øàã áûë ñäåëàí À. Ýéíøòåéíîì, âûäâèíóâøèì (1905
ã.) ãèïîòåçó ñâåòîâûõ êâàíòîâ, ñîãëàñíî êîòîðîé ïîëå ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî èçëó÷åíèÿ ñîñòîèò èç íàáîðà ýëåìåíòàðíûõ ïîëåé, êàæ-
äîå èç êîòîðûõ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ÷àñòèö, ïîëó÷èâøèõ íàçâà-
íèå ñâåòîâûõ êâàíòîâ, èëè ôîòîíîâ. Ôîòîí ïðè ýòîì îáëàäàåò ýíåð-
ãèåé ε = h̄ω è èìïóëüñîì p = h̄ω/c.

Âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ÷àñòèö ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè ñî-
äåðæèòñÿ è â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.

Äåéñòâèòåëüíî, ñîîòíîøåíèÿ (4.3.6) ñîâìåñòèìû â ïðåäåëå v →
c, m → 0; ïðè ýòîì ýíåðãèÿ ÷àñòèöû

ε =| p | c. (4.4.1)

Òàêèìè ÷àñòèöàìè ñ íóëåâîé ìàññîé è ñóùåñòâóþùèìè òîëüêî ïðè
äâèæåíèè ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà ÿâëÿþòñÿ ôîòîíû (γ). Èç ñîîòíîøåíèÿ
(1) ñëåäóåò, ÷òî êâàäðàò 4-èìïóëüñà òàêèõ ÷àñòèö (pγ)

2
µ ðàâåí íóëþ:

(pγ)µ =

(
ε

c
, p

)
= (| p |, p) → (pγ)

2
µ = 0. (4.4.2)

Äî íåäàâíåãî âðåìåíè ïîëàãàëè, ÷òî íóëåâîé ìàññîé îáëàäàþò òàêæå íåéòðèíî è àíòèíåé-
òðèíî, êðàéíå òðóäíî "óëîâèìûå" q÷àñòèöû. Ýêñïåðèìåíòû ïîñëåäíèõ íåñêîëüêèõ ëåò, â òîì
÷èñëå è ýêñïåðèìåíòû, ïðîâåäåííûå â ýòîì ãîäó (ëàáîðàòîðèè ÒË2 (ßïîíèÿ) è Fermilab âîç-
ëå ×èêàãî) ïîêàçàëè, ÷òî íåéòðèíî îáëàäàþò õîòÿ è êðàéíå ìàëîé, íî íåíóëåâîé ìàññîé
mν ' 0, 59 · 10−34 ã.

Ìàññà íåéòðèíî âàæíà äëÿ ïðåäïîëîæåíèÿ îáúÿñíåíèÿ ôåíîìåíà ñêðûòîé ìàññû â êîñ-
ìîëîãèè, òàê êàê, íåñìîòðÿ íà å¼ ìàëîñòü, êîíöåíòðàöèÿ íåéòðèíî âî Âñåëåííîé âîçìîæíî
äîñòàòî÷íî âûñîêà, ÷òîáû ñóùåñòâåííî ïîâëèÿòü íà ñðåäíþþ ïëîòíîñòü.
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Íåéòðèíî ìàëîé ýíåðãèè ÷ðåçâû÷àéíî ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþò ñ âåùåñòâîì; òàêèå íåé-
òðèíî èìåþò â âîäå äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ïîðÿäêà 1018 ì (îêîëî 100 ñâ. ëåò). Òàêæå
èçâåñòíî, ÷òî êàæäóþ ñåêóíäó ÷åðåç ïëîùàäêó íà Çåìëå â 1 ñì2 ïðîõîäèò îêîëî 6 · 1010

íåéòðèíî, èñïóùåííûõ Ñîëíöåì. Îäíàêî íèêàêîãî âîçäåéñòâèÿ, íàïðèìåð, íà òåëî ÷åëîâåêà
îíè íå îêàçûâàþò. Â òî æå âðåìÿ íåéòðèíî âûñîêèõ ýíåðãèé óñïåøíî îáíàðóæèâàþòñÿ ïî èõ
âçàèìîäåéñòâèþ ñ ìèøåíÿìè.

Íåéòðèíî ïîñâÿùåíà ïåñíÿ Òèìóðà Øàîâà � ¾Ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà¿.
Ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ÷àñòîòû ω, ïî ñóòè, ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì

ôîòîíîâ ñ ýíåðãèÿìè ε = h̄ω.
Åñëè â K ′-ñèñòåìå èñïóñêàåòñÿ ôîòîí ñ ýíåðãèåé ε′ = h̄ω′ ïîä

óãëîì ϕ′ ê îñè x′, òî åãî èìïóëüñ

p′ =
ε′

c
(cos ϕ′, sin ϕ′, 0).

Ñîãëàñíî (4.3.10), â K-ñèñòåìå ýíåðãèÿ è èìïóëüñ èìåþò âèä

ε = h̄ω = γε′(1 +
V

c
cos ϕ′), p =

ε′

c
(γ(cos ϕ′ +

V

c
), sin ϕ′, 0).

Îòñþäà ïîëó÷àåì
ω = γω′(1 +

V

c
cos ϕ′), (4.4.3)

tg ϕ =
py

px
=

sin ϕ′
√

1− (V/c)2

cos ϕ′ + V/c
,→ cos ϕ =

cos ϕ′ + V/c

1 + V
c cos ϕ′

(4.4.4)

Ôîðìóëû îáðàòíîãî ïåðåõîäà îò ñèñòåìû K ê ñèñòåìå K ′ ïîëó÷à-
þòñÿ çàìåíîé "øòðèõîâàííûõ" âûðàæåíèé íà "íåøòðèõîâàííûå" è
íàîáîðîò, à òàêæå V íà −V .

Ôîðìóëà (4) îòðàæàåò ÿâëåíèå àáåððàöèè ñâåòà � èçìåíåíèÿ âè-
äèìîãî ïîëîæåíèÿ ñâåòèë íà íåáåñíîé ñôåðå, îáóñëîâëåííîãî êîíå÷-
íîñòüþ ñêîðîñòè ñâåòà è äâèæåíèåì íàáëþäàòåëÿ îòíîñèòåëüíî ñâå-
òèë âñëåäñòâèå âðàùåíèÿ Çåìëè (ñóòî÷íàÿ àáåððàöèÿ), îáðàùåíèÿ
Çåìëè âîêðóã Ñîëíöà (ãîäè÷íàÿ àáåððàöèÿ) è ïåðåìåùåíèÿ Ñîëíå÷-
íîé ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå (âåêîâàÿ àáåððàöèÿ ñâåòà).

Àáåððàöèÿ ñâåòà ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ ìîæåò áûòü îïèñàíà
è â ðàìêàõ íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêè2. Åñëè â ôîðìóëå (1.3.6),

2Êàê è ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, çàâèñÿùèå îò ïåðâîé ñòåïåíè îòíîøåíèÿ V/c.
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îïðåäåëÿþùåé â íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå èçìåíåíèå íàïðàâëå-
íèÿ ñêîðîñòè ïðè ïåðåõîäå â äðóãóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, çàìåíèòü v′

íà c, òî ïîëó÷èì âûðàæåíèå, îòëè÷àþùååñÿ îò ôîðìóëû (4) ëèøü
ìíîæèòåëåì

√
1− (V/c)2 è ÿâëÿþùååñÿ åå ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðè àñòðîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèÿõ âëèÿíèå
ìíîæèòåëÿ

√
1− (V/c)2 ëåæèò çà ïðåäåëàìè òî÷íîñòè èçìåðåíèé è

îí ïðîñòî íå ó÷èòûâàåòñÿ.
Ôîðìóëà (3) îïðåäåëÿåò ðåëÿòèâèñòñêèé ýôôåêò Äîïëåðà � �

èçìåíåíèå âîñïðèíèìàåìîé ÷àñòîòû ñâåòîâûõ (ýëåêòðîìàãíèòíûõ)
êîëåáàíèé, âûçûâàåìîå îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ èñòî÷íèêà è ïðè-
åìíèêà. Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ íàèáîëåå âàæíà ôîðìóëà

ω′ = γω(1− V

c
cos ϕ),

êîòîðóþ óäîáíåå ïðåäñòàâèòü â âèäå

ω = ω′

√
1− V 2

c2

1− V
c cos ϕ

. (4.4.5)

Çäåñü ÷àñòîòà ñèãíàëà, âîñïðèíèìàåìîãî ïðèåìíèêîì íàáëþäàòåëÿ,
âûðàæåíà íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç èçìåðÿåìûé íàáëþäàòåëåì óãîë ϕ

ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè V èñòî÷íèêà â ìîìåíò èçëó÷åíèÿ ñèãíàëà
è âåêòîðîì, íàïðàâëåííûì îò òî÷êè èçëó÷åíèÿ ê òî÷êå ïðèåìà.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè cos ϕ = 0, ò. å. êîãäà íàïðàâëåíèå íàáëþäåíèÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíî ñêîðîñòè èñòî÷íèêà â ìîìåíò èñïóñêàíèÿ ñèãíàëà,
èìååì ω 6= ω′ � òàê íàçûâàåìûé ïîïåðå÷íûé ýôôåêò Äîïëåðà, ïðè-
ñóùèé òîëüêî ýëåêòðîìàãíèòíûì âîëíàì è ïîðîæäàåìûé ðàçíèöåé
â õîäå âðåìåíè èñòî÷íèêà è ïðèåìíèêà èçëó÷åíèÿ.

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçó÷åíèå ýôôåêòà Äîïëåðà ñ áîëüøîé òî÷íî-
ñòüþ ïîäòâåðäèëî ïðàâèëüíîñòü ðåëÿòèâèñòñêèõ ñîîòíîøåíèé. Ýô-
ôåêò Äîïëåðà èãðàåò áîëüøóþ ðîëü âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ôèçèêè è
øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òåõíèêå.
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ËÅÊÖÈß 12
4.5 . Ðàñïàäû è ñîóäàðåíèÿ â ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå.

Ýôôåêò Êîìïòîíà. Ìåòîä âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ
Ðåëÿòèâèñòñêèå ñâîéñòâà íàèáîëåå ïîëíî ïðîÿâëÿþòñÿ ïðè èññëå-

äîâàíèè ìèðà ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Ýëåìåíòàðíûìè ïðèíÿòî íà-
çûâàòü ìåëü÷àéøèå èçâåñòíûå íàì ÷àñòèöû. Ïî ñìûñëó ïîíÿòèÿ ýëå-
ìåíòàðíîñòè òåðìèí "ýëåìåíòàðíàÿ ÷àñòèöà" äîëæåí áûë áû îçíà-
÷àòü ïðîñòåéøóþ, äàëåå íåðàçëîæèìóþ ÷àñòèöó. ×àñòèöû, èìåíóå-
ìûå íàìè ýëåìåíòàðíûìè, íå âïîëíå îòâå÷àþò òàêîìó îïðåäåëåíèþ,
ïîýòîìó äàííîå èõ íàèìåíîâàíèå â îïðåäåëåííîé ìåðå óñëîâíî. Êàê
ïðàâèëî, ê ýëåìåíòàðíûì ÷àñòèöàì îòíîñÿò âñå ìåëü÷àéøèå ÷àñòè-
öû, çà èñêëþ÷åíèåì àòîìíûõ ÿäåð ñ àòîìíûì íîìåðîì A ≥ 2. Áîëü-
øèíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö íåñòàáèëüíî è ïîñòåïåííî ïðåâðà-
ùàåòñÿ â áîëåå ëåãêèå ÷àñòèöû. Òåì ñàìûì òðåáîâàíèå íåðàçëîæè-
ìîñòè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ÿâíî íàðóøåíî. Â òî æå âðåìÿ íåâåðíî
áûëî áû óòâåðæäàòü, ÷òî ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû ñîñòîÿò èç ïðîäóê-
òîâ ñâîåãî ðàñïàäà. ×àñòèöû-ïðîäóêòû âîçíèêàþò â ìîìåíò ñàìîãî
ðàñïàäà. Êðîìå òîãî, îäíà è òà æå ýëåìåíòàðíàÿ ÷àñòèöà ìîæåò ðàñ-
ïàäàòüñÿ íà ðàçëè÷íûå êîíå÷íûå ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû.

Èç íåéòðàëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ñòàáèëüíû òîëüêî ôîòîí
(γ), íåéòðèíî (ν) è àíòèíåéòðèíî (ν̃). Èç ÷àñòèö, îáëàäàþùèõ çàðÿ-
äîì, ñòàáèëüíû ïðîòîí (p) è ýëåêòðîí (e), à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå
èì àíòè÷àñòèöû: àíòèïðîòîí (p̃) è ïîçèòðîí (e+). Ñòàáèëüíîñòü òàê-
æå ìîæåò ñîõðàíÿòü íåéòðîí (n), êîãäà îí ñâÿçàí â ÿäðå; ñâÿçàííûå
íåéòðîíû è ïðîòîíû (îáùåå íàçâàíèå íóêëîíû) îáðàçóþò ÿäðà àòî-
ìîâ. Ñâîáîäíûé æå íåéòðîí ðàñïàäàåòñÿ ïî ðåàêöèè n → p + e + ν̃

ïðè ñðåäíåì âðåìåíè æèçíè ∼ 15 ìèí.
Îäíîé èç îòëè÷èòåëüíûõ îñîáåííîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ÿâ-

ëÿåòñÿ òàêæå èõ ñïîñîáíîñòü ðîæäàòüñÿ è óíè÷òîæàòüñÿ ïðè âçàèì-
íûõ ñòîëêíîâåíèÿõ, ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ òåì ñèëüíåå, ÷åì âûøå ýíåðãèÿ
ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö.

Ðàñïàä ÷àñòèö. Ðàññìîòðèì ñàìîïðîèçâîëüíûé ïðîöåññ ðàñïà-
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äà íåêîòîðîé ÷àñòèöû ìàññû m. Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ñîõðà-
íåíèÿ 4-èìïóëüñà èìååì:

pµ =
∑

j

(pµ)j , → m2c2 = (
∑

j

εj

c
)2 − (

∑

j

pj)
2. (4.5.1)

Òàêèì îáðàçîì, ìàññó íåñòàáèëüíîé ÷àñòèöû (ðåàêöèè òèïà π0 →
γ+γ, Z → e++e−) ìîæíî îïðåäåëèòü, èçìåðÿÿ ýíåðãèè è èìïóëüñû
ïðîäóêòîâ ðàñïàäà.

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðàñïàäà â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ ðàñ-
ïàäàþùåéñÿ ÷àñòèöåé (â ñèñòåìå öåíòðà èíåðöèè). Èç ñîîòíîøåíèÿ
(1) ïîëó÷àåì:

mc2 =
∑

j

εj =
∑

j

(mjc
2 + εkj

) → m >
∑

j

mj .

Ìàññà ðàñïàäàþùåéñÿ ÷àñòèöû áîëüøå ìàññû ÷àñòèö ðàñïàäà.
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñòàáèëüíûå ñâîáîäíûå ýëåìåíòàðíûå ÷àñòè-
öû (ýëåêòðîí, ïðîòîí) íå ìîãóò èçëó÷àòü3.

Íåóïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ. Òàê íàçûâàþòñÿ ñòîëêíîâåíèÿ, ñî-
ïðîâîæäàþùèåñÿ ïîòåðåé ñóììàðíîé ýíåðãèè ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷à-
ñòèö. Òàêèå ñòîëêíîâåíèÿ ïðèâîäÿò ê ðîæäåíèþ êàêèõ-ëèáî ÷àñòèö
è ê âîçìîæíîé ãèáåëè îäíîé èëè îáåèõ ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö. Â
àêòàõ ñîóäàðåíèÿ, êàê ïðàâèëî, ëèøü ÷àñòü ýíåðãèè ñòàëêèâàþùèõ-
ñÿ ÷àñòèö ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîðîæäåíèÿ êàêèõ-ëèáî
äðóãèõ ÷àñòèö. Åñëè èñõîäíûå ÷àñòèöû äî ñòîëêíîâåíèÿ èìåëè îò-
ëè÷íûé îò íóëÿ ñóììàðíûé èìïóëüñ (∑ pi), òî òàêèì æå ñóììàðíûì
èìïóëüñîì äîëæíû îáëàäàòü êîíå÷íûå (îñòàâøèåñÿ ïîñëå ñòîëêíî-
âåíèÿ) ÷àñòèöû. Ïîýòîìó ÷àñòü íà÷àëüíîé ýíåðãèè èñõîäíûõ ÷àñòèö
ïåðåõîäèò â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ êîíå÷íûõ ÷àñòèö.

Åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, êîãäà âñÿ ýíåðãèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçî-
âàíà â ñòîëêíîâåíèÿõ äëÿ îáðàçîâàíèÿ êîíå÷íûõ ÷àñòèö, èìååò ìå-
ñòî, êîãäà ñóììàðíûé èìïóëüñ ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö ðàâåí íóëþ
(ñòîëêíîâåíèÿ â ñèñòåìå öåíòðà èíåðöèè ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö).

3 Ýòî íå îòíîñèòñÿ ê ñëîæíûì ñòàáèëüíûì îáðàçîâàíèÿì òèïà àòîìîâ è ìîëåêóë.
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Ýòà èäåÿ (ïðèáëèçèòü óñëîâèÿ, â êîòîðûõ ïðîâîäÿòñÿ ýêñïåðè-
ìåíòû ñî ñòîëêíîâåíèÿìè ÷àñòèö, ê óñëîâèÿì ñòîëêíîâåíèé â ñè-
ñòåìå öåíòðà èíåðöèè) ëåæèò â îñíîâå òàê íàçûâàåìîãî ìåòîäà
âñòðå÷íûõ ïó÷êîâ. Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíî ñóùåñòâåííîå óìåíü-
øåíèå êèíåòè÷åñêîé (è, ðàçóìååòñÿ, ïîëíîé) ýíåðãèè ðàçãîíÿåìûõ
÷àñòèö, íåîáõîäèìîé äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ êîíêðåòíîé ðåàêöèè.

Óñêîðèòåëü ñî âñòðå÷íûìè ýëåêòðîí-ýëåêòðîííûìè ïó÷êàìè
âïåðâûå áûë ñîçäàí â 1964 ã. â Íîâîñèáèðñêå. Â íåì ýëåêòðîíû ðàç-
ãîíÿëèñü äî ýíåðãèé '150 ÌýÂ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òåõ æå ýôôåêòîâ
ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ ñ ïîêîÿùèìèñÿ ýëåêòðîíàìè ýíåðãèþ ðàçãîíÿ-
åìûõ ýëåêòðîíîâ ïðèøëîñü áû óâåëè÷èòü â ' 600 ðàç, à äèàìåòð
óñêîðèòåëÿ � â äåñÿòêè òûñÿ÷ ðàç.

Îïûòû, ñâÿçàííûå ñî ñòîëêíîâåíèÿìè ÷àñòèö, êàê ïðàâèëî, ïðî-
èçâîäÿòñÿ íà ñïåöèàëüíî ñîçäàâàåìûõ óñòàíîâêàõ. Óñëîâèÿ è çàäà-
÷è ýêñïåðèìåíòà ïîä÷àñ òàêîâû, ÷òî âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî (à èíî-
ãäà è ïðîñòî íåâîçìîæíî) îáåñïå÷èòü ñòîëêíîâåíèå ÷àñòèö â ñèñòå-
ìå öåíòðà èíåðöèè. Â ýòîì ñëó÷àå îñîáåííî âàæíî îïðåäåëåíèå
ìèíèìàëüíîé ýíåðãèè, êîòîðîé äîëæíû îáëàäàòü ñòàëêèâàþùèå-
ñÿ ÷àñòèöû, ÷òîáû ìîãëà îñóùåñòâèòüñÿ îïðåäåëåííàÿ ðåàêöèÿ. Îò
ýòîãî çàâèñÿò ýíåðãåòè÷åñêèå è ïðî÷èå ïàðàìåòðû óñòàíîâêè. Ìè-
íèìàëüíî ïîòðåáíàÿ ýíåðãèÿ äëÿ îïðåäåëåííîé ðåàêöèè, îñóùåñòâ-
ëÿåìîé â êîíêðåòíûõ óñëîâèÿõ ýêñïåðèìåíòà, ïîëó÷èëà íàçâàíèå
ïîðîãîâîé ýíåðãèè (äëÿ êîíêðåòíûõ óñëîâèé ýêñïåðèìåíòà). Äëÿ
åå îïðåäåëåíèÿ ëó÷øå âñåãî âîñïîëüçîâàòüñÿ èíâàðèàíòíîñòüþ êâàä-
ðàòà 4-âåêòîðà:

(
∑

i

(pµ)i)
2

= (
∑

j

(pµ)j)
2

= (
∑

j

(p◦µ)j)
2
.

Çäåñü (p◦µ)j îòíîñèòñÿ ê âåëè÷èíàì, îïðåäåëÿåìûì â ñèñòåìå öåíòðà
èíåðöèè ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö. Ìèíèìàëüíàÿ (ïîðîãîâàÿ) ýíåð-
ãèÿ â ñèñòåìå öåíòðà èíåðöèè ðàâíà ∑

j mjc
2, è çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê
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ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

(
∑

i

(pµ)i)
2

= (
∑

j

mjc)
2
. (4.5.2)

Âûÿñíèì, êàêîâî çíà÷åíèå ïîðîãîâîé ýíåðãèè â ðåàêöèè p + p →
p+p+p+ p̃, êîãäà äâèæóùèéñÿ ïðîòîí (èñêîìàÿ ýíåðãèÿ ε1) ñòàëêè-
âàåòñÿ ñ íåïîäâèæíûì ïðîòîíîì (ε2 = mpc

2), è â ðåçóëüòàòå îáðàçó-
åòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïàðà ïðîòîí-àíòèïðîòîí (áåâàòðîí â Áåðêëè):

(p1 + p2)
2
µ = 2m2

pc
2 + 2ε1mp = (4mpc)

2 ⇒
⇒ ε1 = 7mpc

2, εk1
= ε1 −mpc

2 = 6mpc
2 ≈ 5, 6ÃýÂ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè ñòîëêíîâåíèè äâèæóùåãîñÿ
ïðîòîíà ñî ñâîáîäíûì ïîêîÿùèìñÿ ïðîòîíîì ïðîèçîøëà óêàçàííàÿ
âûøå ðåàêöèÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû äâèæóùèéñÿ ïðîòîí îáëàäàë êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèåé íå ìåíåå ≈ 5, 6 ÃýÂ. Äëÿ ýòîé ðåàêöèè â ñè-
ñòåìå öåíòðà ìàññ ìèíèìàëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êàæäîãî èç
ïðîòîíîâ ñîñòàâèëà áû âñåãî mpc

2 ' 0, 94 ÃýÂ.
Ïðè óïðóãèõ ñòîëêíîâåíèÿõ, â îòëè÷èå îò íåóïðóãèõ, ñóììàðíûå

ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè;
êàêèõ-ëèáî íîâûõ ÷àñòèö óïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ íå ïîðîæäàþò. Â
êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ýôôåêò Êîìïòîíà, èëè êîìïòî-
íîâñêîå ðàññåÿíèå � óïðóãîå ðàññåÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷å-
íèÿ (ôîòîíîâ) íà ñâîáîäíûõ èëè ñëàáî ñâÿçàííûõ ýëåêòðîíàõ. Ïðè
ýòîì ñóììàðíûå ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö îñòà-
þòñÿ íåèçìåííûìè. Âïåðâûå òàêèå óïðóãèå ñîóäàðåíèÿ èññëåäîâàë
(1923 ã.) Êîìïòîí. Âñå ýíåðãåòè÷åñêèå è óãëîâûå õàðàêòåðèñòèêè
ýôôåêòà Êîìïòîíà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ 4-
èìïóëüñà:

(pγ + pe)µ = (p′γ + p′e)µ .

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïðåäñòàâèì â âèäå

(p′e)µ = (pγ + pe − p′γ)µ.
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Âîçâåäÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â êâàäðàò, ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî (pe)
2
µ = (p′e)

2
µ

è (pγ)
2
µ = (p′γ)

2
µ = 0, ïîëó÷àåì:4

(p′γ)µ(pγ + pe)µ = (pγ)µ(pe)µ. (4.5.3)

Ðàñêðûâ âûðàæåíèå (3), ïîëó÷èì
ε′γ(εe + εγ)

c2 − p′γ(pe + pγ) =
εeεγ

c2 − pepγ. (4.5.4)

Ïîëàãàÿ ýëåêòðîí äî ñòîëêíîâåíèÿ íåïîäâèæíûì (pe = 0, εe =
mec

2), èç ñîîòíîøåíèÿ (6) ïîëó÷èì

ε′γ =
εeεγ

εe + εγ(1− cos ϑ)
,

èëè
ω′ =

ω

1 + ε(1− cos ϑ)
,

ãäå ω è ω′ � ÷àñòîòà ôîòîíà äî è ïîñëå ðàññåÿíèÿ, ϑ � óãîë ðàññåÿíèÿ
ôîòîíà, ε = h̄ω/mec

2 � ýíåðãèÿ ïåðâè÷íîãî ôîòîíà â åäèíèöàõ
mec

2 ' 511 êýÂ. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå λ = 2πc/ω è ââåäÿ λ̄e =
h̄/mec ≈ 4 · 10−11ñì, òàê íàçûâàåìóþ êîìïòîíîâñêóþ äëèíó âîëíû
ýëåêòðîíà, ïîëó÷àåì

λ′ − λ ≡ ∆λ = 2πλ̄e(1− cos ϑ) . (4.5.5)

Êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî äëèíà âîëíû
èçëó÷åíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ è â îäíîçíà÷íîé ñâÿçè ñ ýòèì óâåëè÷åíè-
åì íàõîäèòñÿ ýíåðãèÿ îòäà÷è ýëåêòðîíîâ, íå ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî
êëàññè÷åñêîé âîëíîâîé òåîðèåé ñâåòà. Îáíàðóæåíèå äàííîãî ýôôåê-
òà ÿâèëîñü îäíèì èç âàæíåéøèõ ïîäòâåðæäåíèé êâàíòîâîé òåîðèè.

Êîìïòîí ïðîâîäèë îïûòû ïî ðàññåÿíèþ ðåíòãåíîâñêèõ è γ-
ëó÷åé. Äëÿ èçëó÷åíèÿ ìàëûõ ýíåðãèé (h̄ω/mec

2 ¿ 1) ôîðìóëà (5)
4 Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé è ðàöèîíàëüíûé ïðèåì: âìåñòî ðåøåíèÿ ñèñòåìû, ñîîò-

âåòñòâóþùåé ðàâåíñòâàì êîìïîíåíò ñîîòíîøåíèÿ
∑

i
(pµ)i =

∑
j
(pµ)j , äàííîå ñîîòíîøåíèå

"ïåðåêîìïàíîâûâàþò" ê íàèáîëåå ðàöèîíàëüíîìó äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è âèäó, à çàòåì âîçâîäÿò
â êâàäðàò.
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ïåðåõîäèò â êëàññè÷åñêîå âûðàæåíèå λ′ = λ. Âèäèìûé ñâåò îáû÷íî
íå ïðåòåðïåâàåò êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ, òàê êàê ýëåêòðîí ìîæíî
ñ÷èòàòü ñâîáîäíûì, åñëè ýíåðãèÿ ïåðâè÷íîãî êâàíòà çàìåòíî ïðåâû-
øàåò ýíåðãèþ ñâÿçè ýëåêòðîíà â àòîìå.

Ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû îáîáùàþòñÿ è íà ñëó÷àé ðàññåÿíèÿ
ôîòîíà íà äâèæóùåìñÿ ýëåêòðîíå. Ïðè ýòîì ∆λ çàâèñèò îò íà÷àëü-
íîé ñêîðîñòè ýëåêòðîíà. Ïðè ðàññåÿíèè íà ýëåêòðîíàõ äîñòàòî÷íî
áîëüøîé ýíåðãèè ýíåðãèÿ ôîòîíîâ ìîæåò âîçðàñòàòü.

Åñëè ðàññìîòðåòü ëîáîâîå ñîóäàðåíèå ôîòîíà ñ óëüòðàðåëÿòè-
âèñòñêèì ýëåêòðîíîì (ñì. ôîðìóëó (4.3.9)), òî äëÿ ðàññåÿííîãî íà-
çàä (ϑ = π) ôîòîíà èç ñîîòíîøåíèÿ (4) ïîëó÷èì

ε′γ =
εγ(εe + c | pe |)

2εγ + εe − c | pe | ≈
x

x + 1
εe, x =

4εγεe

m2
ec

4 . (4.5.6)

Ïðè εe ' 100 Ãýâ è εγ ' 2, 5 ýâ (âèäèìûé ñâåò), x ' 4 è ε′γ ' 80
Ãýâ, ò. å. ýëåêòðîí ïåðåäàåò ôîòîíó ïîðÿäêà 80 % ñâîåé ýíåðãèè. Ìå-
òîä èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîòîííûõ ïó÷êîâ âûñîêèõ ýíåðãèé.

Óñêîðèòåëü SLAG (Ñòýíôîðä, 1996); ýëåêòðîíû ñ ýíåðãèåé εe = 46ÃýÂ ñòàëêèâàëèñü ñ
ëàçåðíûìè ôîòîíàìè ñ ýíåðãèåé εγ = 1, 2 ýÂ (èíôðàêðàñíûé ëàçåð íà íåîäèìîâîì ñòåêëå).
Ïðè ýòîì x = 0, 85 è ε′γ = 21 ÃýÂ. Ýëåêòðîí ïåðåäàåò ôîòîíó áîëåå 45% ñâîåé ýíåðãèè,
óâåëè÷èâàÿ ýíåðãèþ ôîòîíà â ' 17, 5 · 109 ðàç.

Îòìåòèì, ÷òî ôèçèêà ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ ôîòîíîâ íà äðóãèõ çà-
ðÿæåííûõ ÷àñòèöàõ, íàïðèìåð íà ïðîòîíàõ, íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò
îïèñàííîé.
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ËÅÊÖÈß 13
4.6 . Ýíåðãèÿ ñâÿçè. Ðåàêöèè äåëåíèÿ è ñèíòåçà

àòîìíûõ ÿäåð
×òîáû ðàçëîæèòü ñòàáèëüíóþ ñèñòåìó íà ñîñòàâíûå ÷àñòè (íà-

ïðèìåð, ìîëåêóëû íà àòîìû, àòîìû íà ÿäðî è ýëåêòðîíû, ÿäðî íà
íåéòðîíû è ïðîòîíû è ò. ä.) íàäî ñîâåðøèòü îïðåäåëåííóþ ðàáîòó.

Ýíåðãèåé ñâÿçè íàçûâàþò ìèíèìàëüíóþ ðàáîòó, êîòîðóþ íå-
îáõîäèìî ñîâåðøèòü, ÷òîáû ðàçëîæèòü ñèñòåìó íà íå âçàèìîäåé-
ñòâóþùèå ìåæäó ñîáîé ("áåñêîíå÷íî óäàëåííûå äðóã îò äðóãà")
ñîñòàâíûå ÷àñòè. Åñëè òåëî ìîæíî "ðàñòàùèòü" íà ðàçíûå ñîñòàâ-
íûå ÷àñòè, òî ðå÷ü áóäåò èäòè îá ýíåðãèè ñâÿçè îïðåäåëåííîãî ïðî-
öåññà (ðåàêöèè).

Ðàññìîòðèì ñòàáèëüíóþ ñèñòåìó, îáëàäàþùóþ "çàïàñîì ïðî÷-
íîñòè", íàïðèìåð êðèñòàëë, ìîëåêóëó èëè àòîìíîå ÿäðî. Èìååì î÷å-
âèäíîå ðàâåíñòâî:

ε + εñâ =
∑

i

εi, (4.6.1)

ãäå ε � ýíåðãèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû; εñâ � ýíåðãèÿ ñâÿçè (ìèíèìàëüíàÿ
ðàáîòà ïî ðàçëîæåíèþ ñèñòåìû); εi � ýíåðãèè ðàçäåëåííûõ ÷àñòåé
ñèñòåìû. Ñäåëàâ ïåðåñòàíîâêó è ïîäåëèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (1) íà
c2, à òàêæå çàìå÷àÿ, ÷òî m = ε/c2 åñòü ìàññà èñõîäíîé ñèñòåìû, à
mi = εi/c

2 � ìàññà åå i-é ñîñòàâíîé ÷àñòè, ïîëó÷èì

εñâ/c2 =
∑

i

mi −m = 4m. (4.6.2)

Âåëè÷èíà 4m íîñèò íàçâàíèå äåôåêòà ìàññû. Ìàññà ïðî÷íîé
(ñòàáèëüíîé) ñèñòåìû ìåíüøå ñóììû ìàññ ñîñòàâëÿþùèõ åå ñè-
ñòåì íà âåëè÷èíó ñîîòâåòñòâóþùåãî äåôåêòà ìàññû. ×åì ìåíüøå
ìàññà ñòàáèëüíîãî ÿäðà ïî ñðàâíåíèþ ñ ñóììîé ìàññ ñîñòàâëÿþùèõ
åãî íåéòðîíîâ è ïðîòîíîâ, òåì áîëüøå åãî ýíåðãèÿ ñâÿçè è òåì òðóä-
íåå äàííîå ÿäðî ðàçðóøèòü.
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Äëÿ àòîìà âîäîðîäà ðàáîòà ïî "ðàñòàñêèâàíèþ" ïðîòîíà è ýëå-
êòðîíà

εñâ = ∆mc2 = (mp + me −mH)c2 ≈ 13, 6 ýÂ,
∆m

m
≈ 10−8.

Òàêîå æå êîëè÷åñòâî ýíåðãèè âûäåëèòñÿ ïðè îáðàçîâàíèè ñâÿçàííî-
ãî ñîñòîÿíèÿ.

Äëÿ àòîìíûõ ÿäåð ∆m = Zmp + Nmn −mA, ãäå Z è N � ÷èñëî
ïðîòîíîâ è íåéòðîíîâ â ÿäðå, A = Z + N � ÷èñëî íóêëîíîâ. Àáñî-
ëþòíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè ñâÿçè íà îäèí íóêëîí (óäåëüíàÿ ýíåðãèÿ
ñâÿçè ∆mc2/A) èìååò ìàêñèìóì ≈ 9 ÌýÂ ïðè A ≈ 56 (æåëåçî).

Åñëè æå ñîñòàâíîå òåëî ìàññû m íåñòàáèëüíî, ò. å. ìîæåò ïðîèç-
âîëüíî ðàñïàäàòüñÿ, òî ïðè ðàñïàäå èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ

ε = mc2 =
∑

i

εi =
∑

i

(mic
2 + Ki).

Òàê êàê Ki ≥ 0, òî ðàñïàä âîçìîæåí, åñëè òîëüêî ∆m =
∑

i mi −
m < 0. Â ýòîì ñëó÷àå ýíåðãèÿ ñâÿçè îòðèöàòåëüíà è ðàâíà ∆m ·
c2 = −∑

j Kj � ñóììàðíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïðîäóêòîâ ðàñïàäà
(ýíåðãîâûäåëåíèþ ðåàêöèè) ñ îáðàòíûì çíàêîì.

Ðåàêöèè äåëåíèÿ. ßäðà òÿæåëûõ ýëåìåíòîâ äåëÿòñÿ ïðè áîì-
áàðäèðîâêå íåéòðîíàìè, ïðîòîíàìè, γ-êâàíòàìè è äðóãèìè
ÿäåðíûìè ÷àñòèöàìè (âûíóæäåííîå äåëåíèå) èëè ñàìîïðîèçâîëüíî
(ñïîíòàííîå äåëåíèå). Ðàñïàä ÿäðà íà íåñêîëüêî (îáû÷íî äâà, ðåäêî
áîëüøå) ñðàâíèìûõ ïî ìàññå ÿäåð ñîïðîâîæäàåòñÿ âûëåòîì íåéòðî-
íîâ è γ-ëó÷åé c âûäåëåíèåì çíà÷èòåëüíûõ êîëè÷åñòâ ýíåðãèè.

Ýíåðãåòè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü òÿæåëûõ ÿäåð ïî îòíîøåíèþ ê
äåëåíèþ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äåôåêò ìàññû äëÿ íèõ ìåíüøå äå-
ôåêòà ÿäåð ñåðåäèíû ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû. Èíà÷å, äåôåêò ìàññû
òàêèõ ÿäåð ìåíüøå äåôåêòà ìàññ ÿäåð ïðîäóêòîâ äåëåíèÿ.

×ðåçâû÷àéíî âàæíûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò èçîòîïû óðàíà � ñïî-
ñîáíîñòüþ ñòàíîâèòüñÿ íåñòàáèëüíûìè (ò. å. ñàìîïðîèçâîëüíî äå-
ëèòüñÿ) ïðè çàõâàòå íåéòðîíîâ. Ïðè ýòîì ýíåðãîâûäåëåíèå ðåàê-
öèè äåëåíèÿ çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ çàõâà-
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÷åííîãî íåéòðîíà. Ýòî ñâîéñòâî îïðåäåëÿåò èñïîëüçîâàíèå èçîòîïîâ
óðàíà êàê àòîìíîãî òîïëèâà (ðåàêòîðû), à òàêæå âçðûâ÷àòîãî âå-
ùåñòâà â àòîìíîì îðóæèè. Ïðèìåð ðåàêöèè äåëåíèÿ èçîòîïà óðàíà
235U :

n + 235U → A1 + A2 + (2÷ 3)n + 200 ÌýÂ,
∆m

m
≈ 10−3.

Ðåàêöèè ñèíòåçà � ðåàêöèè ñëèÿíèÿ ëåãêèõ àòîìíûõ ÿäåð â
áîëåå òÿæåëûå. Òàê êàê ÿäðà ñ íàèáîëüøåé óäåëüíîé ýíåðãèåé ñâÿçè
íàõîäÿòñÿ â ñðåäíåé ÷àñòè Ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû ýëåìåíòîâ Ìåí-
äåëååâà, òî òåðìîÿäåðíûå ðåàêöèè ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññàìè îáðàçîâà-
íèÿ áîëåå ïëîòíî óïàêîâàííûõ ÿäåð (ñ áîëüøåé óäåëüíîé ýíåðãèåé
ñâÿçè) èç áîëåå "ðûõëûõ" è ïîòîìó ñîïðîâîæäàþòñÿ âûäåëåíèåì
ýíåðãèè (òî÷íåå, âûäåëåíèåì â ïðîäóêòàõ ðåàêöèè èçáûòî÷íîé êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè, ðàâíîé àáñîëþòíîìó óâåëè÷åíèþ ïîëíîé ýíåð-
ãèè ñâÿçè). Ìåõàíèçì ñëèÿíèÿ ïðîòèâîïîëîæåí òîìó, êîòîðûé èìååò
ìåñòî ïðè äåëåíèè ÿäåð.

Ðåàêöèè ñèíòåçà ñâÿçàíû ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñáëèæåíèÿ ðåàãèðó-
þùèõ ÿäåð íà ðàññòîÿíèå ïîðÿäêà ðàäèóñà äåéñòâèÿ ÿäåðíûõ ñèë,
÷åìó ìåøàþò êóëîíîâñêèå ñèëû îòòàëêèâàíèÿ. Åñëè êóëîíîâñêèé
"áàðüåð" êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì íå îñëàáèòü, òî ðåàêöèè ñèíòå-
çà ìîãóò èäòè ëèøü ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé îòíîñèòåëüíîé
ýíåðãèè ñòàëêèâàþùèõñÿ ÿäåð. Òàêèå ñàìîïîääåðæèâàþùèåñÿ ðå-
àêöèè âîçìîæíû ëèøü ïðè î÷åíü âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ (∼ 107 ◦C
è âûøå), îòñþäà è èõ íàçâàíèå � òåðìîÿäåðíûå ðåàêöèè.

Áîëüøîå ýíåðãîâûäåëåíèå â ðÿäå òåðìîÿäåðíûõ ðåàêöèé îáóñëî-
âèëî èõ îñîáóþ ðîëü è âàæíîñòü äëÿ àñòðîôèçèêè, ÿäåðíîé è ïðè-
êëàäíîé ôèçèêè. Äîïîëíèòåëüíûé àñïåêò � èõ âàæíàÿ ðîëü â äî-
çâåçäíûõ è çâåçäíûõ ïðîöåññàõ ñèíòåçà ÿäåð õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ðåàêöèþ ñëèÿíèÿ èçîòîïîâ âîäîðî-
äà äåéòåðèÿ è òðèòèÿ, ñîäåðæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî äâà è òðè íóêëî-
íà, â èçîòîïû ãåëèÿ 4He:

D + T → 4He + n + 18 ÌýÂ,
∆m

m
≈ 0, 4 · 10−3.

107



Ê äðóãîìó òèïó îòíîñÿòñÿ ðåàêöèè ñèíòåçà, êîòîðûå ñòàíîâÿòñÿ
âîçìîæíûìè â ðåçóëüòàòå ñèëüíîãî èñêàæåíèÿ êóëîíîâñêîãî áàðüå-
ðà, òàê íàçûâàåìûå ðåàêöèè "õîëîäíîãî" ñèíòåçà. Ýòî ìîæåò ïðî-
èçîéòè ïî äâóì ïðè÷èíàì.

Ïåðâàÿ � ñèëüíîå "ñìÿòèå" êóëîíîâñêîãî áàðüåðà êîëîññàëüíûì
äàâëåíèåì. Òàêèå ðåàêöèè ìîãóò èäòè òîëüêî ïðè îãðîìíûõ ïëîò-
íîñòÿõ (ρ >> 104 ã/ñì3) è ðåàëèçóþòñÿ ïîêà ëèøü â íåêîòîðûõ
çâåçäàõ.

Âòîðàÿ � âñëåäñòâèå ïðÿìîãî ýêðàíèðîâàíèÿ êóëîíîâñêîãî ïîëÿ.
Ýòà èíòåðåñíàÿ âîçìîæíîñòü ÿäåðíîãî ñèíòåçà ïðè îáû÷íûõ ïëî-
òíîñòÿõ è òåìïåðàòóðàõ âîçíèêàåò ïðè çàõâàòå µ−-ìåçîíà íà áîðîâ-
ñêóþ îðáèòó ïðîòîíà èëè äåéòðîíà (ÿäðî èçîòîïà âîäîðîäà äåéòå-
ðèÿ). Ðàçìåðû îáðàçóþùåãîñÿ ïðè ýòîì íåéòðàëüíîãî ìåçîàòîìà â
mµ/me ' 212 ðàç ìåíüøå ðàçìåðîâ àòîìà âîäîðîäà, ïðè ýòîì êóëî-
íîâñêîå ïîëå äåéòðîíà èëè ïðîòîíà ñèëüíî ýêðàíèðóåòñÿ, è ìåçîàòîì
ìîæåò ñáëèçèòüñÿ ñ äðóãèì äåéòðîíîì èëè ïðîòîíîì íà ðàññòîÿíèå,
äîñòàòî÷íîå äëÿ ðåàêöèè èõ ñëèÿíèÿ:

H + D + µ− → 3He + µ− + 5 ÌýÂ.

Çäåñü ìþîí èãðàåò ðîëü êàòàëèçàòîðà. Ýòî ÿâëåíèå (ìþîííûé, èëè
ìåçîííûé êàòàëèç) íå ìîæåò ïðèâåñòè ê ñàìîïîääåðæèâàþùåéñÿ ðå-
àêöèè ñèíòåçà èç-çà ìàëîãî âðåìåíè æèçíè ìþîíà (∼ 2 · 10−6 ñ) è
îáðàçîâàíèÿ ýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííîé ñèñòåìû ïðè åãî âîçìîæíîì
çàõâàòå âîçíèêàþùèì ÿäðîì 3He. Îäíàêî ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî
ýòîò ïðîöåññ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí êàê ïðîìåæóòî÷íûé äëÿ ýíåð-
ãåòè÷åñêè äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûõ òåõíîëîãèé îáîãàùåíèÿ 238U .
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

I. Èíâàðèàíòíîñòü è êîâàðèàíòíîñòü ôèçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé
è âåëè÷èí

Ðàçëè÷íûå çàêîíû è ñîîòíîøåíèÿ â ôèçèêå çàïèñûâàþòñÿ â âè-
äå ðàâåíñòâ. Â ýòè ðàâåíñòâà â âèäå ïåðåìåííûõ, îïðåäåëÿåìûõ ïî
îòíîøåíèþ ê êàêîé-ëèáî ñèñòåìå îòñ÷åòà, âõîäÿò êîîðäèíàòû, ñêî-
ðîñòè, óñêîðåíèÿ è âðåìÿ, à òàêæå ôóíêöèè îò ýòèõ ïåðåìåííûõ.
Äëÿ çàïèñè ýòèõ ñîîòíîøåíèé â êàêîé-ëèáî äðóãîé èíåðöèàëüíîé ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà, â íèõ íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè çàìåíó "ñòàðûõ" ïåðå-
ìåííûõ íà "íîâûå".

Î ñîîòíîøåíèè, îòðàæàþùåì êàêîé-ëèáî ôèçè÷åñêèé çàêîí èëè
îïðåäåëåííóþ ñâÿçü ìåæäó ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè, ãîâîðÿò, ÷òî
îíî èíâàðèàíòíî ïî îòíîøåíèþ ê îïðåäåëåííûì ïðåîáðàçîâàíèÿì
ñèñòåìû îòñ÷åòà, åñëè ðàâåíñòâî, âûðàæàþùåå ýòî ñîîòíîøåíèå,
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

� ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïåðåõîäîì ê
íîâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñòðóêòóðà ðàâåíñòâà â "íîâûõ" ïåðåìåí-
íûõ èìååò ñîâåðøåííî òàêîé æå âèä, êàêîé îíà èìåëà â "ñòàðûõ"
ïåðåìåííûõ;

� âñå ôóíêöèè îò ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â ýòîì ðàâåí-
ñòâå, íå ìåíÿþòñÿ, ò. å. ôóíêöèè îò "íîâûõ" ïåðåìåííûõ èìåþò ñî-
âåðøåííî òàêîé æå âèä, êàêîé îíè èìåëè êàê ôóíêöèè "ñòàðûõ" ïå-
ðåìåííûõ.

Èíâàðèàíòíîñòü ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ñâîéñòâî íåèçìåííîñòè
ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè èçìåíåíèé ôèçè÷åñêèõ
óñëîâèé. Ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè ìîãóò îáëàäàòü è ðàçëè÷íûå
ôèçè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå âåëè÷èíû. Â ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå
èíâàðèàíòíîñòü îçíà÷àåò íåèçìåííîñòü ïî îòíîøåíèþ ê îïðåäåëåí-
íîé ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé. Íàïðèìåð, åñëè îïðåäåëÿòü ñêîðîñòü
÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà, ïîâåðíóòîé ïî ñðàâíåíèþ
ñ ïåðâîíà÷àëüíîé, òî çíà÷åíèÿ ïðîåêöèé ñêîðîñòè áóäóò èíûìè, íî
ñóììà êâàäðàòîâ ïðîåêöèé ñêîðîñòè îñòàíåòñÿ íåèçìåííîé, íåèçìåí-
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íîé îñòàíåòñÿ ïîýòîìó è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû, ò. å. èíâàðè-
àíòíîé îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííûõ âðàùåíèé ñèñòåìû îòñ÷åòà.
Âåëè÷èíû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ ïîëåé, èçìå-
ðåííûå ïî îòíîøåíèþ ê èíåðöèàëüíûì ñèñòåìàì îòñ÷åòà, äâèæóùè-
ìèñÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà, E, H è E′, H′ íå ñîâïàäàþò ìåæäó
ñîáîé, íî, åñëè ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè, ñâÿçàííûå ñ
ïåðåõîäîì ê äðóãîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, îïðåäåëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíè-
ÿìè Ëîðåíöà, òî E2−H2 = E ′2−H ′2. Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî âåëè÷èíà
E2 −H2 èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà.

Âàæíîñòü ïîíÿòèÿ èíâàðèàíòíîñòè îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ñ
åãî ïîìîùüþ ìîæíî âûäåëÿòü âåëè÷èíû, íå çàâèñÿùèå îò âûáîðà
ñèñòåìû îòñ÷åòà, ò. å. õàðàêòåðèçóþùèå âíóòðåííèå ñâîéñòâà
èññëåäóåìîãî îáúåêòà.

Â ìåõàíèêå ñìûñë óòâåðæäåíèÿ î ðàâíîïðàâíîñòè èíåðöèàëüíûõ
ñèñòåì ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: âñå çàêîíû è óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè,
óñòàíîâëåííûå äëÿ çàìêíóòûõ (ñâîáîäíûõ îò âëèÿíèÿ äðóãèõ òåë)
ñèñòåì, íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ëþáîé äðóãîé èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìå îòñ÷åòà, ò. å. êàê ôóíêöèè "íîâûõ" ïåðåìåííûõ îíè èìåþò
òî÷íî òàêîé æå âèä, êàê è â "ñòàðûõ" ïåðåìåííûõ. Èíûìè ñëî-
âàìè, äëÿ çàìêíóòûõ ñèñòåì èìååò ìåñòî èíâàðèàíòíîñòü çàêîíîâ
ìåõàíèêè.

Åñëè ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, òî ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîé
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ñòðóêòóðà ðàâåíñòâ, âûðàæàþùèõ çà-
êîíû è óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè, ìîæåò ìåíÿòüñÿ. Îäíàêî âñåãäà ìîæíî
ïðèäàòü äàííûì ðàâåíñòâàì òàêîé âèä, ÷òîáû ïðè òàêîì ïåðåõîäå
ñòðóêòóðà ýòèõ ðàâåíñòâ ñîõðàíÿëàñü. Âèä è ñîäåðæàíèå ôóíêöèé,
ñîäåðæàùèõñÿ â äàííûõ ðàâåíñòâàõ, ìîæåò ìåíÿòüñÿ. Â òàêèõ ñëó-
÷àÿõ ãîâîðÿò î êîâàðèàíòíîñòè çàêîíîâ ìåõàíèêè.

Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî çàêîíû ìåõàíèêè íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ïå-
ðåõîäå îò îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ê äðóãîé, ñîäåðæèò
â ñåáå ïî ñóùåñòâó ÷åòûðå óòâåðæäåíèÿ.

1. Çàêîíû è óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè çàìêíóòûõ ñèñòåì íå èçìåíÿþò-
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ñÿ ïðè ñäâèãàõ ñèñòåì îòñ÷åòà, ò. å. ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ âèäà

x′ = x + a, y′ = y + b, z′ = z + c, t′ = t.

Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî òðàêòîâàòü êàê "äèíàìè÷åñêîå ñëåä-
ñòâèå" ïðåäïîëîæåíèÿ îá îäíîðîäíîñòè ïðîñòðàíñòâà � åñëè áû çà-
êîíû ìåõàíèêè çàâèñåëè îò ïîëîæåíèÿ íà÷àëà êîîðäèíàò, òî ñóùå-
ñòâîâàëè áû äèíàìè÷åñêèå ñïîñîáû, ïîçâîëÿþùèå ðàçëè÷àòü òî÷êè
ïðîñòðàíñòâà äðóã îò äðóãà, âûäåëèòü ïðåèìóùåñòâåííûå òî÷êè.

2. Çàêîíû è óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè çàìêíóòûõ ñèñòåì íå èçìåíÿþò-
ñÿ ïðè ïîâîðîòàõ ñèñòåì îòñ÷åòà îòíîñèòåëüíî ëþáîé èç îñåé êîîð-
äèíàò, íàïðèìåð ïîâîðîòå âîêðóã îñè z qíà óãîë α:

x′ = x cos α + y sin α, y′ = −x sin α + y cos α, z′ = z, t′ = t.

Ýòî óòâåðæäåíèå � "äèíàìè÷åñêîå ñëåäñòâèå" ïðåäïîëîæåíèÿ îá
èçîòðîïíîñòè ïðîñòðàíñòâà, òàê êàê åñëè áû îíî íå áûëî âåðíî, òî
ñóùåñòâîâàëè áû äèíàìè÷åñêèå ñïîñîáû äëÿ ðàçëè÷åíèÿ îäíèõ íà-
ïðàâëåíèé îò äðóãèõ.

3. Çàêîíû è óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè íå èçìåíÿþòñÿ ïðè "ñäâèãå ïî
îñè âðåìåíè", ò. å. ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ âèäà

x′ = x, y′ = y, z′ = z, t′ = t + a.

Òåì ñàìûì çàêîíû ìåõàíèêè íå óñòàíàâëèâàþò ïðåèìóùåñòâ äëÿ
êàêîãî-ëèáî âûáîðà íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè è ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðåä-
ïîëîæåíèåì îá îäíîðîäíîñòè âðåìåíè.

4. Çàêîíû è óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâà-
íèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàâíîìåðíîìó ïîñòóïàòåëüíîìó äâèæåíèþ
ñèñòåìû îòñ÷åòà.

Ðàçóìååòñÿ, çàêîíû ìåõàíèêè íå äîëæíû èçìåíÿòüñÿ òàêæå ïðè
ëþáîé êîìáèíàöèè óêàçàííûõ âûøå ïðåîáðàçîâàíèé, ò. å. ïðè âû-
ïîëíåíèè èõ ïîñëåäîâàòåëüíî â ëþáîì ïîðÿäêå.

Â íàøåì êóðñå ìû ñòàëêèâàëèñü ñ äâóìÿ âèäàìè òàêèõ ïðåîáðà-
çîâàíèé: ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ãàëèëåÿ, â îñíîâå êîòîðûõ çàëîæåíî
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ïðåäñòàâëåíèå îá àáñîëþòíîì õàðàêòåðå âðåìåíè, è ñ ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè Ëîðåíöà, îòâå÷àþùèõ ïîñòóëàòàì Ýéíøòåéíà. Ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ãàëèëåÿ è Ëîðåíöà è ñâÿçàííûå ñ íèìè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêî-
ðîñòåé è óñêîðåíèé ïî-ðàçíîìó îïðåäåëÿþò èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ,
âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ è ñîîòíîøåíèÿ ôèçèêè, ïðè çàìåíå îäíîé
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû íà äðóãóþ. ßñíî, ÷òî êàêîå-ëèáî óðàâíåíèå,
êîâàðèàíòíîå, íàïðèìåð, ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ãàëèëåÿ, óæå íå áó-
äåò òàêîâûì ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà. Íàïðèìåð,
óðàâíåíèÿ äèíàìèêè Íüþòîíà êîâàðèàíòíû ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ãà-
ëèëåÿ, íî íåêîâàðèàíòíû ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà. Óðàâíåíèÿ
æå ýëåêòðîäèíàìèêè Ìàêñâåëëà, ñôîðìóëèðîâàííûå â ñåðåäèíå âòî-
ðîé ïîëîâèíû XIX â. è íå ïðåòåðïåâøèå ñ òåõ ïîð èçìåíåíèé, íàîáî-
ðîò, êîâàðèàíòíû ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà è íå ÿâëÿþòñÿ òàêî-
âûìè ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ãàëèëåÿ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëîðåíöà áûëè ïîëó÷åíû åùå äî ðàçðàáîòêè Ýéíøòåéíîì ðåëÿòè-
âèñòñêîé ìåõàíèêè èìåííî êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå èí-
âàðèàíòíîñòü óðàâíåíèé ýëåêòðîäèíàìèêè â âàêóóìå.

Â ñâîå âðåìÿ òåîðåòèêè áûëè êðàéíå îçàáî÷åíû ýòèì îáñòîÿòåëü-
ñòâîì. Ïîïûòêè "óñîâåðøåíñòâîâàòü" óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû îíè áûëè êîâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèÿ ê ïðåîáðàçî-
âàíèÿì Ãàëèëåÿ, ïðèâîäèëè ê âûâîäàì, ïðîòèâîðå÷àùèì îïûòíûì
äàííûì. Ñèòóàöèÿ ðàçðåøèëàñü ñ ñîçäàíèåì ñïåöèàëüíîé òåîðèè îò-
íîñèòåëüíîñòè. Êàê óæå óïîìèíàëîñü, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ îêà-
çàëèñü ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà, êîãäà ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå ñêîðîñòè ïðåíåáðåæèòåëüíî ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñî
ñêîðîñòüþ ñâåòà â âàêóóìå.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ñêàçàííîå íà äâóõ ïðèìåðàõ íåðåëÿòèâèñò-
ñêîé ìåõàíèêè.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ5:

m1r̈1 = F (| r1 − r2 |) r1 − r2

| r1 − r2 |
5 Ýòî âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ñîñòîÿùåé èç äâóõ ïðèòÿãèâàþùèõñÿ

èëè îòòàëêèâàþùèõñÿ òî÷åê.
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m2r̈2 = −F (| r1 − r2 |) r1 − r2

| r1 − r2 | .

Âèäíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ëþáîãî èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ÷å-
òûðåõ òèïîâ íå ìåíÿåò íè âèäà ýòèõ óðàâíåíèé, íè âèäà ôóíêöèé
(r1 − r2)/ | r1 − r2 | è F (| r1 − r2 |), ñîäåðæàùèõñÿ â ïðàâûõ ÷à-
ñòÿõ. Ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòî çàìåíîé â èñõîä-
íûõ óðàâíåíèÿõ "ñòàðûõ"ïåðåìåííûõ r1, r2, t íà "íîâûå" r′1, r

′
2, t

′.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íåçàìêíóòîé ñèñòåìû ðàññìîòðèì äâè-

æåíèå ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì6

mr̈ = F(r),

ãäå
F(r) = − α

r2

r

| r | (α > 0)

Äàííîå óðàâíåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî "ñäâèãà ïî îñè âðå-
ìåíè"

r′ = r, t′ = t + a,

íî ïðè "ñäâèãå ñèñòåìû îòñ÷åòà" (r′ = r + a, t′ = t) ïîëó÷èòñÿ
óðàâíåíèå

mr̈′ = F′(r′),

ãäå
F′(r′) = − α

(r′ − a)2
r′ − a

| r′ − a | .

Ôîðìà óðàâíåíèÿ íå èçìåíèëàñü, íî F′ êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåí-
íîé r′ îòëè÷àåòñÿ îò F êàê ôóíêöèè ïåðåìåííîé r, ò. å. ðàññìàòðè-
âàåìîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëåíî â ôîðìå, êîâàðèàíòíîé
îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ. Îòìåòèì, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå èíâàðèàíò-
íî îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ âîêðóã ëþáîé îñè, íî ëèøü êîâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ãàëèëåÿ.

6 Óðàâíåíèå îïèñûâàåò äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ïðèòÿãèâàþùåéñÿ ê öåíòðó, ðàñïîëîæåí-
íîìó â íà÷àëå êîîðäèíàò ñèñòåìû, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ äâèæåíèå.
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Íåçàâèñèìîñòü ïðîòåêàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ îò âûáîðà èíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ìàòåìàòè÷åñêè ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî
èñòèííûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå êîíêðåòíûé ôèçè÷åñêèé ïðî-
öåññ, â ðàçëè÷íûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ èìåþò îäèíàêîâûé âèä
(êîâàðèàíòíû). Èíâàðèàíòíîñòü, êàê ýòî ñëåäóåò èç âûøåèçëîæåí-
íîãî, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîâàðèàíòíîñòè.

II. Ñèñòåìû åäèíèö. Ôîðìóëà ðàçìåðíîñòè

Íåçàâèñèìî îò åäèíèö èçìåðåíèÿ, èñïîëüçóåìûõ
ïîñòàâùèêîì èëè ïîêóïàòåëåì, ïðîèçâîäèòåëü áó-
äåò èñïîëüçîâàòü ñâîè ñîáñòâåííûå ïðîèèçâîëüíûå
åäèíèöû èçìåðåíèÿ, ïåðåâîäèìûå â åäèíèöû ïîñ-
òàâùèêà èëè ïîêóïàòåëÿ ñ ïîìîùüþ ñòðàííûõ è
íååñòåñòâåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ïåðåñ÷åòà.

Òåîðåìà Âûøêîâñêîãî

Ìåòîäû òåîðèè ðàçìåðíîñòåé â ñî÷åòàíèè ñ òåîðèåé ïîäîáèÿ ìî-
ãóò áûòü âåñüìà ýôôåêòèâíû â ñëîæíûõ âîïðîñàõ, ãäå ïîëíàÿ òåîðå-
òè÷åñêàÿ òðàêòîâêà ïîêà íåâîçìîæíà èëè âåñüìà çàòðóäíèòåëüíà. Ñ
ïðèâëå÷åíèåì äîáàâî÷íûõ ñîîáðàæåíèé äîñòàòî÷íî îáùåãî õàðàêòå-
ðà èëè äàííûõ ýêñïåðèìåíòà îíè ìîãóò, çà÷àñòóþ äîñòàòî÷íî áûñòðî
è ïðîñòî, ïðèâåñòè ê ðåçóëüòàòàì, äàþùèì âàæíóþ (õîòÿ è íåäîñòà-
òî÷íî ïîëíóþ) èíôîðìàöèþ î ðàññìàòðèâàåìîì êðóãå ÿâëåíèé.

Ïîíÿòèå ðàçìåðíîñòè âîçíèêàåò â ñâÿçè ñ ïîñòðîåíèåì ñèñòåì
åäèíèö. Â ïðèíöèïå ìîæíî áûëî áû äëÿ êàæäîé ôèçè÷åñêîé âåëè-
÷èíû óñòàíîâèòü ñâîþ åäèíèöó, íå ïðèâÿçûâàÿñü êàê-ëèáî ê âûáîðó
åäèíèö äëÿ äðóãèõ âåëè÷èí. Íî òîãäà â óðàâíåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ôîð-
ìóë è çàêîíîâ âîøëî áû ìíîæåñòâî ÷èñëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ, ÷òî
ñèëüíî çàòðóäíèëî áû èõ âîñïðèÿòèå è çàïîìèíàíèå.

Â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ äàâíî îòêàçàëèñü îò íåçàâèñèìîãî âûáîðà
åäèíèö äëÿ âñåõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Ñòàëè ñòðîèòü ñèñòåìû åäè-
íèö ïî îïðåäåëåííîìó ïðèíöèïó, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
íåêîòîðûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ïðèíèìàþòñÿ çà îñíîâíûå èëè ïåð-
âè÷íûå. Äëÿ òàêèõ âåëè÷èí åäèíèöû óñòàíàâëèâàþòñÿ ïðîèçâîëüíî
è íåçàâèñèìî. Âûáîð îñíîâíûõ åäèíèö è èõ êîëè÷åñòâî ïðîèçâîëü-
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íû. Ýòî âîïðîñ ñîãëàøåíèÿ. Â òàê íàçûâàåìîé ìåæäóíàðîäíîé ñè-
ñòåìå åäèíèö (ñîêðàùåííî ÑÈ) çà îñíîâíûå ïðèíÿòû øåñòü âåëè-
÷èí: äëèíà, ìàññà, âðåìÿ, òåìïåðàòóðà, ñèëà ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà è
ñèëà ñâåòà (äâóìÿ äîïîëíèòåëüíûìè ïðèíÿòû áåçðàçìåðíûå âåëè-
÷èíû ïëîñêîãî è òåëåñíîãî óãëîâ).

Âåëè÷èíû, íå ÿâëÿþùèåñÿ îñíîâíûìè, íàçûâàþòñÿ âòîðè÷íûìè
èëè ïðîèçâîäíûìè. Äëÿ íèõ åäèíèöû óñòàíàâëèâàþòñÿ èç òðåáîâà-
íèÿ, ÷òîáû ÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû, âõîäÿùèå â ôèçè÷åñêèå ñî-
îòíîøåíèÿ, ïðèíèìàëè îïðåäåëåííûå, çàðàíåå çàäàííûå çíà÷åíèÿ.

Íàïðèìåð, ñêîðîñòü v ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ ïðîïîðöèî-
íàëüíà ïðîéäåííîìó ïóòè s è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà çàòðà÷è-
âàåìîìó íà ýòî âðåìåíè t. Ïðè íåçàâèñèìîì âûáîðå åäèíèö äëÿ v, s

è t â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷àåì v = Cs/t, ãäå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå êî-
ýôôèöèåíòà îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì åäèíèö. Åñëè æå ôèêñèðîâàòü
çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà , òî åäèíèöû v, s è t ïåðåñòàíóò áûòü íåçà-
âèñèìûìè: ïðè ïðîèçâîëüíîì óñòàíîâëåíèè åäèíèö äëÿ äâóõ èç ýòèõ
âåëè÷èí òðåòüÿ ñòàíîâèòñÿ âåëè÷èíîé ïðîèçâîäíîé (äëÿ ïðîñòîòû
çíà÷åíèå C ïðèíèìàþò ðàâíûì åäèíèöå).

Ñòðîÿ îïèñàííûì îáðàçîì êàêóþ-ëèáî ñèñòåìó åäèíèö, íåîáõîäè-
ìî âûïîëíèòü îäíî î÷åíü âàæíîå òðåáîâàíèå, çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì,
÷òîáû â îäíîé è òîé æå ñèñòåìå åäèíèö êîëè÷åñòâåííûå ñîîòíî-
øåíèÿ ìåæäó ðàçëè÷íûìè ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè âûðàæàëèñü
îäíèìè è òåìè æå ôîðìóëàìè, íåçàâèñèìî îò âåëè÷èíû åäèíèö
îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Ýòèì òðåáîâàíèåì îïðåäåëÿåòñÿ, êàê
áóäåò ïîêàçàíî íèæå, îáùèé âèä "ôîðìóë ðàçìåðíîñòè" ôèçè÷åñêèõ
âåëè÷èí.

Âòîðè÷íûå âåëè÷èíû â ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññàõ îïðåäå-
ëÿþòñÿ íå ïðÿìûìè èçìåðåíèÿìè, à êîñâåííî � ïî ÷èñëåííûì çíà÷å-
íèÿì îïðåäåëÿþùèõ ïåðâè÷íûõ âåëè÷èí (íàïðèìåð, ñêîðîñòü ÷åðåç
ðàññòîÿíèå è âðåìÿ).

Óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå âòîðè÷íóþ âåëè÷èíó ÷åðåç ïåðâè÷íûå,
íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëüíûì (èëè äåôèíèòèâíûì). Îïðåäåëè-
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òåëüíîå óðàâíåíèå èìååò âèä y = f(x1, x2, · · · , xm).
Ïîêàçàíî, ÷òî âòîðè÷íàÿ âåëè÷èíà ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ

÷åðåç ïåðâè÷íûå òîëüêî âûðàæåíèÿìè òèïà

y = xa1
1 · xa2

2 · · · xam
m . (II.1)

Çäåñü a1, a2, · · · , am � ïîñòîÿííûå ÷èñëà. Èç ñîîòíîøåíèÿ (1) âèä-
íî, ÷òî ñóùåñòâåííûì ïðèçíàêîì âòîðè÷íûõ âåëè÷èí ÿâëÿþòñÿ ïî-
êàçàòåëè ñòåïåíè a1, a2, · · · , am, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ðàçìåðíîñòüþ
âòîðè÷íîé âåëè÷èíû â îòíîøåíèè ïåðâè÷íîé. Ñîâîêóïíîñòü ðàçìåð-
íîñòåé äàííîé âòîðè÷íîé âåëè÷èíû ïðèíÿòî çàïèñûâàòü â âèäå ôîð-
ìóëû ðàçìåðíîñòè. Ïðèíÿòà ñèìâîëè÷åñêàÿ ôîðìà çàïèñè ôîðìóëû
ðàçìåðíîñòè, ïîëó÷àåìàÿ èç (1) ïðè çàìåùåíèè ìíîæèòåëåé ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ âåëè÷èí èõ ñèìâîëàìè. Ïðè ýòîì ñèìâîë âòîðè÷íîé âåëè-
÷èíû îáû÷íî áåðåòñÿ â ïðÿìûå ñêîáêè. Íàïðèìåð, ôîðìóëà ðàçìåð-
íîñòè äëÿ ñêîðîñòè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [V ] = LT−1, ãäå L � ñèìâîë
äëèíû, T � ñèìâîë âðåìåíè.

Ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî ðàçìåðíîñòü ëþáîé ïåðâè÷íîé âåëè÷èíû â îò-
íîøåíèè ñåáÿ ðàâíà åäèíèöå, à â îòíîøåíèè äðóãèõ ïåðâè÷íûõ âå-
ëè÷èí � íóëþ. Ôîðìóëû ðàçìåðíîñòè äîëæíû ñîäåðæàòü òîëüêî
ïåðâè÷íûå âåëè÷èíû. Âòîðè÷íûå âåëè÷èíû ìîãóò âõîäèòü â êà÷å-
ñòâå àðãóìåíòîâ òîëüêî â ïðîìåæóòî÷íûå ñèìâîëè÷åñêèå âûðàæå-
íèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ñèëû [F ] = M [A] = MLT−2, ãäå M � ñèìâîë
ìàññû, A � ñèìâîë óñêîðåíèÿ ([A] = LT−2).

Íàïðèìåð, íàäî íàéòè çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
îò âûñîòû. Ïî ñâîåìó ñîäåðæàíèþ çàäà÷à òèïè÷íî ìåõàíè÷åñêàÿ
è äîëæíà ðàññìàòðèâàòüñÿ â ñèñòåìå åäèíèö, ãäå ïåðâè÷íûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ âåëè÷èíû LT . Ïðèíèìàÿ óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g

ïîñòîÿííûì, ïîëó÷àåì, ÷òî èñêîìàÿ ñêîðîñòü ìîæåò çàâèñåòü ëèøü
îò g è âûñîòû h. Òîãäà

[v] = LT−1 = [g]α[h]β = [LT−2]α[L]β = L(α+β)T−2α, →
→ α = β = 1/2, → v = C

√
gh.
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Êîýôôèöèåíò C èç òåîðèè ðàçìåðíîñòåé íàéòè íåëüçÿ.
Âî âñÿêîì ôèçè÷åñêîì ñîîòíîøåíèè ðàçìåðíîñòè îáåèõ ÷àñòåé

ðàâåíñòâà äîëæíû áûòü îäèíàêîâû (ïðàâèëî ðàçìåðíîñòè). Ýòî
ïðàâèëî ðàçìåðíîñòè î÷åíü ïîëåçíî äëÿ ïðîâåðêè ôîðìóë. Íåñîâ-
ïàäåíèå ðàçìåðíîñòåé îçíà÷àåò íàëè÷èå îøèáêè.

Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà îñíîâíûõ âåëè÷èí, à òàêæå îò âèäà
îïðåäåëèòåëüíûõ óðàâíåíèé, îäíà è òà æå ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà ïî-
ëó÷àåò â ðàçíûõ ñèñòåìàõ åäèíèö íå òîëüêî ðàçíûå ÷èñëåííûå çíà-
÷åíèÿ, íî è ðàçëè÷íûå ðàçìåðíîñòè. Â òî æå âðåìÿ ðàçíûå ôèçè÷å-
ñêèå âåëè÷èíû ìîãóò èìåòü îäèíàêîâûå ðàçìåðíîñòè â îäíîé è òîé
æå ñèñòåìå åäèíèö. Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü ðàáîòà è ýíåðãèÿ (â
ÑÈ), åìêîñòü è ñàìîèíäóêöèÿ â òàê íàçûâàåìîé ãàóññîâîé ñèñòåìå
åäèíèö. Îäèíàêîâàÿ ðàçìåðíîñòü äâóõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí â êàêîé-
ëèáî ñèñòåìå åäèíèö ãîâîðèò íå îá èõ òîæäåñòâå, à òîëüêî î òîì,
÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå åäèíèö ìàñøòàáû ýòèõ âåëè÷èí ìå-
íÿþòñÿ îäèíàêîâî ïðè èçìåíåíèè ìàñøòàáîâ îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ
âåëè÷èí. Â äðóãèõ ñèñòåìàõ åäèíèö ðàçìåðíîñòè òåõ æå ôèçè÷åñêèõ
âåëè÷èí ìîãóò è íå ñîâïàäàòü.

Çäåñü íåò êàêîãî-ëèáî ëîãè÷åñêîãî ïðîòèâîðå÷èÿ. Ñàìîé ïî ñåáå
ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíå íå ñâîéñòâåííà íèêàêàÿ ðàçìåðíîñòü. Ïîñëåä-
íÿÿ ïîÿâëÿåòñÿ ëèøü ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ òîé èëè èíîé ñèñòåìû åäè-
íèö. Âîïðîñ îá "èñòèííîé" ðàçìåðíîñòè ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû, ïî
ìåòêîìó çàìå÷àíèþ Ì. Ïëàíêà, èìååò íå áîëåå ñìûñëà, ÷åì âîïðîñ
îá "èñòèííîì" íàçâàíèè êàêîãî-ëèáî ïðåäìåòà.

Ïðàâèëîì ðàçìåðíîñòåé èíîãäà ïîëåçíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðå-
øåíèè òðóäíûõ çàäà÷, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü âèä çàâèñèìîñòåé èñêî-
ìûõ âåëè÷èí îò äðóãèõ (çàäàííûõ, ïðåäïîëàãàåìûõ) ôèçè÷åñêèõ
âåëè÷èí. Ýòî ïðàâèëî òàêæå íåîáõîäèìî ïðè îáðàáîòêå ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ äàííûõ, êîãäà ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëÿþòñÿ çàâèñèìî-
ñòè ìåæäó îïðåäåëåííûìè ôèçè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Îöåíèòü ïåðèîä (T ) âîçìîæíûõ êîëåáàíèé
êàïëè æèäêîñòè ïëîòíîñòè ρ, ðàäèóñà R, ïðè êîýôôèöèåíòå ïîâåðõ-
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íîñòíîãî íàòÿæåíèÿ σ.
Åñòåñòâåííî âûáðàòü ñèñòåìó ïåðâè÷íûõ âåëè÷èí MLT . Ñóùå-

ñòâåííûìè äëÿ ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíû T, ρ, R è σ. Òîãäà

[T ] = [ρ]a1[σ]a2[R]a3; [ρ] = ML−3, [σ] = MT−2, [R] = L.

Ïîëó÷àåì

a1 = 1/2, a2 = −1/2, a3 = 3/2, → T ∼ (ρR3/σ)1/2.

Çàäà÷à. Êàêîâî óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè, ïåðâàÿ è âòîðàÿ êîñìè-
÷åñêèå ñêîðîñòè äëÿ ïëàíåòû, ìàññà êîòîðîé â β ðàç, à ðàäèóñ â α
ðàç ìåíüøå çåìíûõ?

Îòâåò: óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè íà ïëàíåòå gp = βα−2, à êîñìè÷å-
ñêèå ñêîðîñòè â δ =

√
β/α ðàç ìåíüøå çåìíûõ.

Äàëåå ïðèâåäåíû çàäà÷è èç êíèãè Ñìèò Äæ. Ìàòåìàòè÷åñêèå
èäåè â áèîëîãèè. Ì.: Ìèð, 1970.

Çàäà÷à. Êàê çàâèñèò îò ðàçìåðîâ æèâîòíîãî ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ,
êîòîðîå æèâîòíîå ìîæåò áåæàòü áåç âîäû?

Çàïàñ âîäû ïðîïîðöèîíàëåí îáúåìó òåëà, ò. å. L3, ïîòåðÿ âëà-
ãè � ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè, ò. å. L2. Ìàêñèìàëüíîå
âðåìÿ ïðîáåãà áåç âîäû ïðîïîðöèîíàëüíî L.

Çàäà÷à. Êàê çàâèñèò ñêîðîñòü áåãà ïî ðîâíîìó ìåñòó è â ãîðó îò
ðàçìåðîâ æèâîòíîãî? Ñ÷èòàòü, ÷òî ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà ïðî-
ïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ñêîðîñòè è ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.

Ñèëà ìûøö ïðîïîðöèîíàëüíà L2 (òàê êàê ïðî÷íîñòü êîñòåé ïðî-
ïîðöèîíàëüíà ïëîùàäè èõ ñå÷åíèÿ). Ê.ï.ä. ìûøö ïðèìåðíî ïîñòî-
ÿíåí � îêîëî 25 %, îñòàëüíûå 75 % õèìè÷åñêîé ýíåðãèè ïåðåõîäÿò
â òåïëî; òåïëîîòäà÷à ïðîïîðöèîíàëüíà ïîâåðõíîñòè òåëà, ò. å. L2.
Çíà÷èò è ïîëåçíàÿ ìîùíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà L2. Ñèëà ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ âîçäóõà ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ñêîðîñòè è ïëîùà-
äè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ; çàòðà÷èâàåìàÿ íà åå ïðåîäîëåíèå ìîùíîñòü
ïîýòîìó ïðîïîðöèîíàëüíà v2L2v = v3L2. Òàêèì îáðàçîì, v3L2 ∼ L2,
ñëåäîâàòåëüíî, v ∼ L0. Äåéñòâèòåëüíî, ó æèâîòíûõ, íå ìåëü÷å çàéöà
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è íå êðóïíåå ëîøàäè, ñêîðîñòü áåãà ïî ðîâíîìó ìåñòó ïðàêòè÷åñêè
íå çàâèñèò îò ðàçìåðîâ îñîáè.

Äëÿ áåãà â ãîðó íåîáõîäèìà ìîùíîñòü ∼ mgv ∼ L3v, è òàê êàê
ðàçâèâàåìàÿ ìîùíîñòü∼ L2, òî íàõîäèì v ∼ L−1. Ñîáàêà, íàïðèìåð,
ëåãêî âçáåãàåò íà õîëì, òîãäà êàê ëîøàäü çàìåäëÿåò øàã.

Çàäà÷à. Êàê çàâèñèò îò ðàçìåðîâ æèâîòíîãî âûñîòà ïðûæêà?
Ýíåðãèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ïðûæêà íà âûñîòó h ïðîïîðöèîíàëü-

íà L3h, à ñîâåðøàåìàÿ ñèëîé ìûøö ðàáîòà ïðîïîðöèîíàëüíà FL ∼
L2L. Èòàê, L3h ∼ L3, ò. å. âûñîòà ïðûæêà íå çàâèñèò îò ðàçìåðîâ
æèâîòíîãî. Êåíãóðó è òóøêàí÷èê (è áëîõà! - Ë.Ë.) ïðûãàþò ïðè-
ìåðíî íà îäèíàêîâóþ âûñîòó.
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